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I. Abschnitt.

Koordinaten.

§ 1. Das rechtwinklige dreiaxige Koordinatensystem.

Als einfachstes Koordinatensystem im Raum
dient die Konfiguration von drei zu je zwei aufeinander
senkrechten Ebenen (Fig. 1); alsdann bestimmt jeder
Punkt P des Raumes seine 8 Abstinde von den drei
Ebenen, bezw. deren Masszahlen in Bezug auf die (be-
liebige aber feste) Liingeneinheit. Die Ebenen selbst
heissen Koordinaten-Ebenen, ihr Schnittpunkt O:
Anfangs- oder Nullpunkt; die Geraden, in welchen
sich je 2 Ebenen schneiden, Koordinaten-Axen,
sie werden als x-, y- und z-Axe, bezw. Abscissen,
Ordinaten und Hohenaxe unterschieden; die Ebe-
nen selbst werden als xy-, yz-, zx-Ebene bezeichnet.
Damit umgekebrt jene Abstinde, bezw. ihre Masszahlen
den Punkt bestimmen, ist in Bezug auf jede der Koor-
dinatenebenen eine Unterscheidung der beiden Teile
notig, in welche sie den Raum teilt (oben und unten,
vorn und hinten, rechts und links). Diese Unter-
scheidung ist getroffen, sobald wir auf jeder der Axen,
wie in der Ebene (T. 1, 8. 10) die beiden Richtungen
durch 4+ und — unterscheiden. Ohne diese Unter-
scheidung wiirde es 8 Punkte geben, fiir welche die
Abstinde gleiche Werte hitten (dem absoluten Betrage
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nach gleich wiren), entsprechend den 8 Féchern, in
welche die drei Koordinatenebenen den Raum teilen.
Die so mit Vorzeichen versehenen Masszahlen der Ab-
stinde sind dann Koordinaten im Sinne der Definition
T.1.8.9; sie konnen als parallele Strecken zwischen
paralleler Ebenen (Fig. 1) auch auf den Axen selbst

Fig. 1.

gemessen werden, so ist OA=PP, =xp; OB=P,P=y;
0C=P,P =1z, Die Punkte P, etc. sind die Projec-
tionen des Punktes P auf die Koordinatenebenen, die
Punkte A, B, C, die auf die Axen. Die Koordinaten
konnen auch, nachdem auf den Axen die positiven
Richtungen festgelegt sind, definiert werden als die
Strecken, welche von den Axen abgeschnitten werden
durch Ebenen, welche durch P, den Koordinatenebenen




Ortsgleichung, 9

parallel, gelegt werden; z. B. wird die x-Koordinate O A.
abgeschnitten durch die Parallele zur y z-Ebene : PP, AP,.
Das hier bestimmte Koordinatensystem heisst: recht-
winkliges, dreiaxiges Koordinatensystem.
Man legt jetzt mit Riicksicht auf die Elektricitétslehre
die Axen wie in Fig. 1, so dass, wenn man eine Schraube
von + x nach -+ y dreht, sie auf | z vorwirts schreitet
(Rechts-Schrauben-System).

§ 2. Ortsgleichung.

Gregeben P{(xl,yl,zl) (kiirzer P{x1 ...), es soll
die Entfernung r des Punktes P vom Nullpunkt (als
absolute Linge) bestimmt werden. Es ist (Fig.2):

r’*= OP,’+ . OP,’ = xla -+ 21’3 somit
1) rl=xl’+yli+zl’.

Sieht man in dieser Gleichung r als festgegebene
Ziahl an und x,; y,; %,; als einzeln betrachtet unbe-
schrinkt variabel und nur der Beschréinkung durch die
Gleichung 1 unterworfen (was durch Weglassen der
Marke 1 gekennzeichnet wird), so wird 1) erfiillt von
allen Punkten, welche von O die Entfernung r haben
und nur von diesem, somit ist 1), der man die Form
x*+ y?+ 2z —r*=0 geben kann, im Sinne von T, 1,
§4 die Gleichung der Kugel mit Centrum 0 und
Radius r.

Man sieht, dass eine Gleichung zwischen den als
variabel betrachteten Koordinaten f(x,y,z)=0 (Vgl
T.1, 8. 21, Anmerk.) im Allgemeinen eine unendlichfach
unendliche Menge von Lésungen hat und somit (wenn
die Funktion stetig ist) eine Fliche darstellt, Zwei
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Gleichungen f =0, ¢ =0 haben eine einfach unendliche
Menge gemeinsamer Lisungen und stellen somit eine
Linie dar, was schon daraus erhellt, dass sie den Schnitt
der Fliichen f =0 und ¢ =0 liefern. Drei Gleichungen
haben eine endliche Menge von Lésungen uud ergeben
daher eine bestimmte Anzahl von Punkten. So stellte

i}

Fig. 2.

die Gleichung 1) eine Kugel dar, die Gleichung
y*+2* — r* =0 einen Cylinder, dessen Querschnitt ein
Kreis mit Radius r, dessen Axe die x-Axe ist. Die
Gleichung x — x, = O ist { der Gresamtheit aller Punkte,
welche von der yz-Ebene den Abstand x, haben, d. h.
sie ist die Gleichung der Parallelebene zur yz-Ebene im
Abstand x,. Die Gleichungen x —x =0; y—y, =0
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stellen die Gerade dar, in welcher sich die Ebenen
x=1x, und y=y, schneiden, d. h. die Gerade PP, der
Fig. 1. Und das System x—x, =0, y—y, =0,
z—z =0 liefert P als Schnitt der betreffenden drei
Parallelebenen. Die Gleichung einer der Koordinaten-
ebenen z. B. der x y-Ebene ist z=0, und wenn man
die Gleichungen f(x,y,z)=0 und z=0 kombiniert, so
ergeben sie eine Linie in der z-Ebene, deren Gleichung
t(x,y,0)=0; betrachtet man also dauernd z=0, so
hat man es wieder mit der analytischen Geometrie der
Ebene zu thun.

§ 3. Der Strahl durch O.

Die Richtung des Strahls OP (Fig. 2) wird be-
stimmt durch die Winkel, welche er mit den positiven
Zweigen der Axen einschliesst, wobei die Winkel = 0
und < 180 genommen werden. Sie seien der Reihe
nach «, 8, 7, P{xl ... und OP, als blosse Liinge be-
trachtet, gleich r. Er ist (Fig. 2):

2) cosa=%; cos ﬂ=z;}; cos y=%
oder x, =r cos @ etc. Setzt man diese Werte in 1)
ein, so ergiebt sich die wichtige Relation

3) cos e - cos 3 - cos 'y =1.

Diese Relation zeigt, dass durch 2 Winkel, z. B.

a und B bezw. deren Cosinus, der 3. Winkel bezw. sein
Cosinus nicht véllig bestimmt ist. Dies ist geometrisch
klar; derselbe Wert von & bezw. cos ¢ kommt allen
Kanten des Kegels zu, der durch Umdrebung -eines
Strabls entsteht, der mit OX den Winkel « bildet,
desgl. g allen des betreffenden Kegels mit der Axe OY.
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Beide Kegel schneiden sich, ausser wenn & +4- 8= - 90,
in welchem Falle cos y =0, y = 90, in zwei symmetrisch
zur xy-Ebene gelegenen Kanten, deren Winkel mit O Z
sich zu 2 Rechten ergiinzen. Man sieht aber, dass cos a,
cos 8, und das Zeichen von cos y hinreichen, um die
Lage von OP unzweideutig festzustellen; cos e, cos g,
cosy heissen die Richtungskosinus des Strahls O P.

Durch r und die Winkel @, 8, ¥, zwischen deren
Cosinus die Gleichung 3) besteht, wird die Lage des
Punktes P bestimmt, diese Grossen liefern daher eben-
falls ein Koordinatensystem, es heisst (T. 1, 8. 82):
Polarkoordinaten (in der Potentialtheorie und der
Integralrechnung werden mit diesem Namen meist die
sphiirischen Koordinaten, Liinge, Breite, Kugelradius
bezeichnet).

Sind die 3 Richtungskosinus eines Strahls nicht
selbst gegeben, sondern 3 Zahlen, o, p, q, denen die
Cosinus proportional sein sollen, und sei 0 =4 cos a;
p=2~4cos8; q=Acosy, so giebt 3) 4=Vo*4p*+q*,
und wenn der absolute Betrag der Wurzel w genannt
wird, und e, wie meist, Y1, d. h. also + 1 bezeichnet:
A = ew. Man erbélt daher zwei entgegengesetzt
gerichtete Strahlen OP und OP‘ entsprechend

o o
den beiden Systemen cos & = - etc. und cos a’ = — -

etc. Die 3 Zahlen o, p, q bestimmen also den Strahl OP
nicht, wohl aber die Gerade PP‘. Da jede Gerade g
mit den Axen dieselben Winkel bildet, wie eine durch
O zu g gezogene Parallele, so ist die Richtung jeder
Geraden g bestimmt durch 3 Zahlen o, p, q, denen die
Cosinus der Winkel proportional sind, welche g oder
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eine ihr parallele mit den positiven Zweigen der Axen
bildet, Man kann o, p, q ansehen als die Koordinaten
eines Punktes P, dessen Abstand von O gleich w ist,
die Gerade g ist dann OP parallel. — Die Gleichung 3)
lisst sich geometrisch interpretieren. Nach einem be-
kannten 8atz der elementaren Stereometrie ist die
Projektion Fp eines ebenen Flichenstiicks F auf eine
Ebene gleich F cosi, wo i der Neigungswinkel der
beiden Ebenen ist; der Neigungswinkel zweier Ebenen
ist aber gleich dem ihrer Lothe, und somit liefert 3)
den Satz:

DasQuadrateiner ebenenFigurist gleich
derSumme der Quadrate ihrer Projektionen
auf die 3 Koordinatenebenen,

§ 4. Zwel Strahlen.

Seien OP und Olf" zwei Strahlen; a, b, ¢ und
a’... ibre Richtungscosinus; OP und OP’ der Linge
nach gleich 1, Winkel POP’ sei v, dann ist Dreieck
POP' = !,sinv; seine Projektion z. B. auf die zx-
Ebene ist nach T. 1, 8. 16 = |, (ca’ — ac’), somit liefert
der letzte Satz die Formel:

4) sin*v=(ab’—a’b)*4(be’—Db’c)’4 (ca’— ¢’ a)’.

Projiciert man den geschlossenen Linienzug der
Fig. 2: OAP,PO auf OF’, so ist (T. 1, S.37, 38) die
Summe der Projektionen Null und sonyit cos v = a cos
—+b cos g/ + e cos ¥, d. h.

5) cos v = cos ¢ co8 &’ -}~ cos g cos 8’ -} cos y cosy’.
8ind P und P* zwei beliebige Punkte auf denselben
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Strahlen, P{x P{fx'..., so ist x=rcosq etc, also
xx'+yy'+zz
rr’ *
Damit OP und O P’ auf einander senkrecht stehen,
und also auch je zwei ihnen parallele Geraden g und g’
muss cos v =0 sein; also ist die Bedingung, dass irgend
zwei Gerade, gleichgiiltig, ob schneidend oder kreuzend,
auf einander senkrecht stehen:

53) cosv=

n

c

Fig. 8.

6) cosq cosa’ - cosg cosp’ |- cosy cos ! = O,
WO cosa... cosa’,.. die Richtungskosinus je eines der
g und g’ parallelen Strahlen sind. Die Formel 4) giebt
beide Winkel, welche die beliebigen, der Richtung nach
gegebenen Geraden einschliessen, die Formel 5) nur
einen. Diese Formel ist identisch mit der
Grundformel der sphidrischen Trigonometrie,
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dem verallgemeinerten Pythagoras im Raume. Sei
Fig.83 ABC das sph. Dreieck, O Kugelmittelpunkt,
r Radius, OB die positive y-Axe, O AB die xy-Ebene
und die Bezeichnung der Seiten und Winkel die iibliche.

Es st fiir don Strahl OA: Winkel a=-
y = 90. Die Koordinaten von C ergeben sich, da

—c; f=c,

COc=-:::——a ist und ¢Oa =B, als x’ =r sin a cos B;
y/=rcosa; z‘=rsin asin B; somit fiir die Richtungs-
kosinus des Strahls OC, da z. B. cos o’=x': r ist:
cos @’ =sina cos B; cos g’ = cosa; cosy’ =sinasinB
und fiir AOC oder b giebt 5): cos b —=sin ¢ sinacos B
+ cos ¢ cos a.

§ 6. Zwei Punkte, die Gerade durch sie.

Seien (Fig. 4) P, {xl .. Py {x, ... zwei Punkte, man
denke sich durch P, die Parallelen zu den positiven
Axen gezogen, so wird dadurch das Koordinatensystem
parallel verschoben, die Koordinaten von P, in Bezug
suf das neue System seien: §,, ,, ,, so ist z B.
7y =Y, —¥;- Die Winkel, welche Strahl P, P, mit
den neuen ---Axen bildet, sind dieselben, welche er
mit den alten bildet. Die Fig.4 bezw. die Formel 1)
giebt dann, wenn d die Linge von P P, bezeichnet

1%) d'= (X —x)'+ (@, — ) +(z— zl)’
und fiir die Richtungen erhilt man:
— xl

28) cos a = x_,_d ete.

Sieht man in 12) d als fest an, und ebenso x,.y,,z,,
d. h, also Punkt P,, dagegen x,... als, einzeln be-
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trachtet, variabel und nur der Bedingung 1%) unter-
worfen, so wird 18) von allen Punkten, welche von P,
die Entfernung d haben, und nur von diesen erfiillt,
ist also die Gleichung der Kugel, welche um das
Centrum P, mit dem Radius d geschlagen ist.

Fig. 4

Die (Heichungen 28) stellen unter der Annahme
dass P, fest, und cos ¢ ... desgl, dagegen P, und
damit x, ... und d variabel, den Strahl P, P, dar;
giebt man d auch negative Werte, so erhélt man in 28)
die Gleichungen der Geraden in der Form
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78) x=x - dcos a etc., wo nun d ein sog. Para-
meter (v. T.1, 8. 171). Die Gleichungen 2%) lassen
~ sich auch schreiben: |

X—X, _YyY—VY,_ z—¢¥

cosa ~ cosf  cosy
und wenn opq drei Zahlen wie in § 3, so hat man in

7) I—X _ y—yl‘ — z—1z
o p q

die Gleichungen der geraden Linie, welche
durch P, geht und deren Richtungskosinus
den Zahlen o, p, q proportional sind.

Betrachtet man, wie in T.1, § 3, einen Punkt
P{x..., der die Strecke P,P, im Verhiltnis 1 teilt,
wo A negativ, wenn P innerhalb, positiv, wenn ausser-
halb der Strecke P, P, liegt, so ist wieder nach den
Streifensiitzen :

X, —A%,
8) x=1—__l— vee

Insbesondere ist fiir die Mitte M von P P, die
Zahl 4 gleich —1 und somit:

8 xm=07%,

Die Formeln 8) gelten fiir jedes beliebige dreiaxige
Koordinatensystem.

Beispiel: A,B, C, D seien 4 Punkte im Raum,
deren Koordinaten durch die Marken 1 bis 4 unter-
schieden werden sollen. Der Schwerpunkt ¢, von BCD
ist { s %, +x,+x,), ... Sei 8 der Punkt, der Ag, von
A aus im Verhiltnis — 3 teilt (so dass AS=7, Ag,),
dann ist nach 8)

S1imon, Analytische Geometrie des Raumes. 2
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8{x+8.%&+x+x,)
4

, &b 8{Y, (x,+x,

: . +x,4x)...
Damit ist u. a. der Satz bewiesen:
Die 4 Schwerlinien eines Tetraeders

schneiden sich in einem Punkte und, von

der Ecke aus gerechnet, im Verhiltnis 3: 1.
Man sieht sofort, wie der Satz sich durch Schluss

von n auf n+41 auf jede beliebige Konfiguration von

Punkten iibertriigt.

Was in § 3 des ersten Teils iiber die harmo-
nische Zuordung von Punkten gesagt ist, behilt
Giiltigkeit, nur dass noch zu den Formeln 2), T. 1, die
entsprechende fiir die 3. Koordinate hinzukommt:

9 (z+z) E+)=2(2+L).

Auch der Schluss des § 3, T.1 bleibt, und wenn
wir zwischen den Gleichungen 8) die Grosse 4 elimi-
nieren, so erhalten wir in

10) =5 _ YN _%—%
=% YTV ZL—%4

die Gleichungen der Geraden, welche durch

die Punkte P, und P, geht.

Sei P, ein Punkt ausserhalb der Geraden P, P,
und A {x,,,. .. irgend ein Punkt auf

<~—>
P, P, bestimmt durch &),

dann giebt 8) fiir irgend einen Punkt P{x ... auf
< >

P,A
—Xa— A Xy

1— , und da
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Xy = x__l—_%_,_’ so wird
x, —Ax, -——-i,’(l——-l)x
= p— p—
und, wenn man A‘(1— 2)=p setzt,
_X— A, —uX,
11) x= T—a—p

welcher Gleichung man auch die symmetrische Form
geben kann
_eX+py+yz
W) =ity

Indem man A4 und A’ bezw. ¢ 8y als Parameter
im Sinne von 1. 8. 171 ansieht, welche die Werte von
— o bis {0 durchlaufen, erhilt man alle Punkte
der Ebene P, P, P, und 11) bezw. 118) sind also die
Gleichungen dieser Ebene mittelst 2 Parameter. Eli-
miniert man zwischen den 3 Gleichungen 11) die
Grossen 4 und p, so erhilt man die Gleichung der
Ebene als eine lineare Form

ax—+by—+cz+d=0,
wo die Konstanten abcd Funktionen der Orte P, P, P,
sind,
§ 6. Die Ebene.

Der Strahl OP (Fig.2) wird bestimmt durch
seine Richtungskosinus. Ist P {x. .. und ist die Lénge
von OP gleich r, so ist die Formel l{mit:

r=xcosg- ycosg-zcosy,
welche Formel sich auch unmittelbar daraus ergiebt,
dass OP gleich der Projektion des Linienzugs OAP, P,
der sogen. Koordinaten-Umriss von P auf OP
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ist, bezw. dass die Projektion des geschlossenen Linien-
zugs OAP,PO auf jede Gerade, also auch auf OP,
wieder geschlossen, d. h. gleich Null ist.

Der Strahl OP bestimmt durch seine Lage voll-
stindig die in O auf OP senkrechte Ebene ¢ und OP
ist der Abstand des Punktes P von e. Verlingert man
OP iiber O hinaus bis P’{x’ ... (Fig. B), so ist

Fig. 6.
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OP/'=x'cosa’+y’cos '} z‘cosy’

=— (x’cosa -y’ cos B+ 2’ cosy).
Wenn wir aber den Gegensatz in der Lage der Punkte
P und P’ in Bezug auf e dadurch zum Ausdruck
bringen, dass wir den Abstand im ersten Fall positiv,
im zweiten Fall negativ setzen, so ist der Abstand r’
des Punktes P/ von &:

x'cos a-}-y’ cos gz’ cos y.

‘Sei jetzt Q (Fig. ) ein Punkt{ ..., auf derselben
Seite von ¢ wie P, man fille von Q auf & das Loth QC,
und mache OP=QC, dann ist OP QC ein Rechteck,
P Q steht auf OP gleich C Q senkrecht, und es gilt 6);
dabei sind die Richtungskosinus von QP: g—Q?lTx oo ey
somit geht 6) tiber in:

(8—x)cosa+...=0,
der man auch die Form geben kann:
&cosa+-ncos B+ Lcosy=xcosa -+ ycos g} zcosy

=r=Q0=q,

wo q den Abstand des Punktes Q von & bezeichnet.
Liegt ein Punkt Q' mit P’ auf derselben Seite von &
so erhilt man wieder

$lcosa’4...=r'=¢,
nur dass in diesem Falle q/ negativ ist.

Sind also xyz die Koordinaten irgend
eines Punktes oder Ortes P, so ist

xcosa-+ycosf+zcosy oder H(x,y,z)

eine Funktion des Ortes P, welche den mit
seinem Zeichen versehenen Abstand des
Punktes P von der Ebene ¢ darstellt.
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Auf der Ebene ¢ und aur auf ¢ ist H sowohl -}
als —, d.h. Null, was auch unmittelbar aus 6) hervor-
geht, somit ist

H=xcosae+ycosg+zcosy=0
die Gleichung von ¢ und die Seite von OP
die positive, die von OP’ die negative von &, weil die
Form H auf der Seite von P positiv, auf der von P*
negativ, auf ¢ Null ist, und diese Bezichungen nach
dem Prinzip von Drobisch-Mgbius (T. 1, 8.12) um-
kehrbar,

Da nach Festsetzung des Zeichens r denselben
Wert hat fiir die Punkte der durch P zu e parallelen
Ebene # und nur fiir diese, so ist

xcosa+...—r=0
die GQleichung von #. Legt man durch P’/ zu e die
Parallelebene #’, so ist ihre Gleichung zunichst
xcosa—+...—r' =0, diese ist

mit xcos (#—a)4...— [r' | =0;
aber # — e ... sind wieder die Winkel, welche O P’ mit
den Axen bildet, und | r’ | ist die absolute Lénge von
O P/, somit sieht man: die Gleichung jeder Ebene &
kann die Form annehmen

12) xcosa-tycosf+zcosy—n=0,

wo n die stets absolut genommene Linge der Normale
von O auf ¢ ist, und a... die Winkel, welche diese
Normale von O ausstrahlend mit den Axen bildet. Die
Form 12), kurz mit H bezeichnet, heisst die Hesse'sche
oder Normalform der Ebene (T. 1, S. 33).

Setzt man in die Form H von & die Koordinaten
irgend eines ortsfremden Punktes Q { Xq..., 80 ist

H=xgcosae+4...—n;
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die 3 ersten Glieder geben den algebraischen Abstand
<+ d des Punktes Q von der durch O zu & gelegten
Parallele #; er ist sicher 4~ d und > n, wenn # und
Q an verschiedenen Seiten von & liegen; Hy—=d—n
ist dann auch positiv und gibt den Abstand
des Punktes Q von e. Liegt Q zwischen & und =,
so ist Hy=d—mn, aber n > d, also Hy=—(n—d);
setzen wir fest, dass Q in diesem Falle negativen
Abstand von e haben soll, so ist Hy=—(n—d) dieser
Abstand. Liegt # zwischen Q und e, so hat Q nega-
tiven Abstand von #, und es ist
Hy=—d—n=—(d+n);

giebt man auch in diesem Falle dem Abstand des
Punktes Q, der absolut betrachtet d +n ist, das
Zeichen —, so ist Hy auch in diesem Falle der Ab-
stand des Punktes Q von & Man kann die Zeichen-
regel vereinfachen: Q habe positiven oder negativen
Abstand von &, je nachdem Q wnd O an entgegen-
gesetzten oder gleichen Seiten von ¢ liegen. Alsdann
giebt Hy in allen Fillen den mit seinem
Zeichen versehenen Abstand des Punktes
Q von e,

Die Seite der Ebene, auf der der Nullpunkt nicht
liegt, heisst die positive, die andere die negative. Dass
bei dieser Festsetzung O von jeder Ebene, die nicht
durch O selbst geht, negativen Abstand hat, ist eine
natiirliche Konsequenz davon, dass wir n stets positiv
nehmen, Denn wenn wir PO, das von P auf = ge-
fillte Loth positiv nehmen, miissen wir O P, das Loth
von O auf e, negativ nehmen.
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§ 7. Die allgemeine Form der Gleichung der Ebene,
Die Gleichung der Ebene in Hesse’scher Form
ist vom 1. Grade in den Koordinaten jedes ihrer Punkte
(lineare Funktion des Ortes), umgekehrt stellt jede in
Punktkoordinaten lineare Gleichung eine Ebene dar.
S8ei U=ax}by-+cz+d=0 die lineare Gleichung,
man maultipliziere sie, — wodurch ihre Valenz (T. 1.
§ 4 ...) nicht geéindert wird — mit einem von x, y, =z
unabhingigen Faktor #, dann kénnen wir setzen:
#a=cosa; pb=cosp; wc=cosy, ud=—n
und g so bestimmen, dass 1) die Gleichung 3 erfiillt
wird, dies gibt g =)a* Fb'"+c*=+w und 2) das
Zeichen der Wurzel so bestimmen, dass # d negativ
ist. Dann wird durch diese Gleichungen nach § 3 eine
ganz bestimmte Normale OP und damit auch Eine, auf
OP in P senkrechte Ebene e bestimmt, deren Glei-
chung U =0 ist. Die Bestimmung von # wird zwei-
deutig, wenn d selbst zweideutig, d. h. O ist, die Ebene
¢ durch O geht. Dies liegt in der Natur der Sache,
denn wenn man, statt wiein § 6 von der Normale OP,
umgekehrt von der Ebene ¢ durch O ausgeht, ist es
willkiirlich, welchen von den Strahlen OP und OP/ man
als die Normale zu e ansieht. Wir setzen fest, dass es
derjenige sei, fiir den # das 4 Zeichen hat, also gleich
w ist. Die Seite von &, auf der die Normale liegt,
heisst die positive, und dann bleibt die Bedeutung von

Hy auch fiir diesen Fall bestehen, und % gibt fir

den ortsfremden Punkt Q den mit seinem
Zeichen versehenen Abstand von der Ebene

U=0.
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Ein besonderes Interesse hat die Form A —ax
+by+c¢z—1=0, denn setzt man darin z B, x=0,
2=0, so wird y=b—1, d. h. man hat in A die Axen-
form der Ebene (T. 1. 8. 24) und abec sind die reci-
proken Werte -der Stiicke, welche die Ebene A =0 auf
den Axen abschneidet. Die Form A ist wieder von
den Winkeln der Koordinatenebenen unabhingig. A
geht in H iiber durch Division mit + }a*Fb¥ %
Sind a, b, ¢, in der Form A alle drei O, so riickt die
Ebene mit 3 Punkten ins Unendliche, ihre Gleichung
nimmt die paradoxe Form an:; —1=0. Diese Glei-
chung ist fiir keinen Punkt im Endlichen richtig, man
kann sie daher oder die ihr #quivalente d =0 (d kon-
stant) als die Gleichung einer unendlich-fernen Ebene
ansehen (vgl. T. 1 8, 49.). Bei B irgend ein Punkt
im Unendlichen, d. h. ein Punkt, fiir den mindestens
eine der Koordinaten, z. B. xp iiber jedes Mass gross

ist, so dass xp 4 d { xp, wir konnen dies so auslegen,

als gentige B der Relation d=0. Wie wir annehmen,
alle unendlich-fernen Punkte der Ebene liegen auf Einer
Geraden, so konnen wir jetzt alle unendlich fernen
Punkte im Raum auf Einer Ebene, der Ebene d =0,
der Unendlich-fernen Ebene annehmen.

§ 8. Gerade und Ebene, Ebene und Ebene, Gerade und
Gerade.

Sei g eine Gterade, gegeben durch einen Punkt A
und ihre Richtung und ¢ eine Ebene, bestimmt durch

ihre Normalform; es soll der Schnittpunkt 8 { 78 be-
stimmt werden. A liege auf der positiven Seite von ¢, dann
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ist (§ 5) §=x,—rcose... Zur Bestinmung von r
fillt man von A auf ¢ das Loth AB und verbindet
AB mit 8, da dies Loth nach § 7 H, ist, so ist
r=Ha:cos8v, wo v der Winkel ist, den g in der Rich-
tung S A mit der Normalen von ¢ bildet. Dieser Winkel
ist das Komplement des Neigungswinkels zwischen g
und & Ist H=cosa’x+..., 80 ist cosv=-sini
=cosacosa’+... nach Formel 5. Liegt A auf der
negativen Seite von s, so wechselt r das Zeichen, aber
H ebenfalls, so dass allgemein fiir den Schoittpunkt:
Ha
§= Xg— 0BG . ... )

wenn sini==0, ist g//e, ist dann noch Ha =0, so liegt
g in ¢ '

Ist Q irgend ein Punkt, so ist die algebraische
Liinge des von ihm auf ¢ gefillten Lothes Hy, die Glei-
chungen des Lothes sind, da dasLoth der Normale OP

parallel ist: X Y Va_ 2™ Hat man fiir ¢ die
cosa cos co8 y

Form U, so werden diese Gleichungen: x—axq=' AN

Seien ¢, und ¢, zwei Ebenen, ihre Schnittgerade
s zu finden, Fiir ¢ und ¢, seien die Normalformen ge-
gegeben, die wir abgekiirzt schreiben: ax 8y + yz—n
=0, «'x.... Die Richtungskosinus von s gibt die
Thatsache, dass 8 auf beiden Normalen senkrecht steht,
also, wenn wir die Kosinus von s, u, v, w nennen:

eu-gv4tyw=0; a’u gv-+y' w=0;
wtvidwi=1.
Wir bezeichnen ein fiir allemal die Differenx
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Pa’—qp’ mit [pq‘]l. Dann geben die beiden ersten
Gleichungen: u=A4[8¥]; v=4[va]; w=4[ap‘] und
die 3. gibt fiir 4 nach Formel 4 § 4: 2 = (sini)—!, wo
i den Winkel zwischen den Normalen und also auch
zwischen den Ebenen bezeichnet. Statt u vw kann
man nach § 4 auch tutvtw setzen, sind e und ¢ in
allgemeiner Form gegeben, so sind die Richtungs-
faktoren ihrer Schnittgeraden: [b¢]; [ca‘]; [ab‘]. Am
bequemsten bestimmen sich die Koordinaten eines Punktes,
in denen s eine der Koordinatenebenen, z. B. die xz-
Ebene schneidet. Fiir diesen ist

[rn] [0e]
x= [7a] ; ¥=0; z= ra]

Wenn sini=0, so sind [¢8]... alle 3 Null, die
Richtung von s wird unbestimmt, und die Punkte, in
denen sie die xy...Ebenen schneidet, liegen im Un-
endlichen, also riickt s ins Unendliche, die Ebenen
haben ihre Unendlich ferne Gerade gemeinsam, sie sind
parallel. Wir haben also als Bedingung des Parallelis-
mus zweier Ebenen:

«a g ¥ a b c
13) ?=-ﬂ—,=7 bezw. ?:FZV’
wenn die Ebenen in der allgemeinen Form gegeben
sind, da der konstante Faktor @ :u’ weggelassen wer-
den kann,

‘Wenn zwei Ebenen auf einander senkrecht stehen,
so stehen auch ihre Normalen auf einander senkrecht.
Dies gibt als Bedingung

14) aa’+bb' 4 ce'=0.

Allgemein wird der Neigungswinkel zweier Ebenen

gegeben durch
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aa’ 4 bb’'4cc¢’
pu

wo die Zeichen von # und u’ sich nach den in § 7

gegebenen Regeln bestimmten.

15) cosv= )

Sind g und g’ zwei (terade, bestimmt je durch
einen Punkt und die Richtung, so ist zunichst analy-
tisch ebenfalls klar, dass die Geraden sich im Allge-
meinen kreuzen werden, da zur Bestimmung der 3 Un-
bekannten 4 Gleichungen vorbanden, so dass also eine
Bedingung zwischen den Konstanten von g und g’ er-
fiillt sein muss; wohl aber besitzen die Geraden stets
einen kiirzesten Abstand d, der im Allgemeinen, in der
Richtung von g nach g’ genommen, mit den Axen ganz
bestimmte Richtungskosinus u v w bildet. Da d auf g
und g’ senkrecht steht, so haben wir zur Bestimmung
von u v w dieselben (Heichungen wie fiir s, nur dass
i den Winkel zwischen g und g’ bedeutet (gleichgiltig,.
ob spitz oder stumpf, da nur der Sinus vorkommt).,
Da d der Abstand der beiden parallelen Ebenen ist,
welche wir durch g||g’ und durch g’ parallel zu g
legen konnen, so ist ,

d=n, —n, =&, —x)u+(y,—y,) v+ (2,—2,) W
oder
dsini = (x,—x,) [8v'] + (y,—7,) [v 2] + (2,—2,) [2#]
und die Bedingung, dass die beiden Geraden sich
schneiden, ist:

16) (x,—x,)[8y]+...=0,
in welcher Formel @... a’,.. durch proportionale
Zahlen o...0'... (§ 4) ersetzt werden konnen.

Die Gleichung 16) ist sicher erfiilll, wenn wir
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x,—X, =Aa oder Aa’ setzen, da dies bedeutet, dass
x, auf g bezw, x, auf g’ liegt (§ 4; 7%); es ist daher
identisch:

16%) «[gy]+... oder a’' [gy']4-...=0O.

Aus 16) folgen sofort die Gleichungen einer Ge-
raden 1 von bestimmter Richtung, welche zwei gegebene
Geraden g und g’ schneidet. Ist £% [ ein Punkt von
1, sind opq die Richtungsfaktoren, so sind nach 16)
die Gleichungen von 1:

17) ¢—x,)[fd+-.-=0; (¢—x,) [F'd]+... =0,
wo also [gq]=pq—yp ist. Betzt man fir o, p, q:
A [8y]..., s0 ist 1 die gemeinsame Senkrechte. Um
den Schnittpunkt von 1 mit g oder g’ zu finden, hat
man nur notig, Eine der Gleichungen 17 mit denen
von g oder g’ zu kombinieren,

Sieht man in einer der Gleichungen 17,
z. B. der ersten, Z4{ alsvariabelan, sostellt
gsie eine Ebene dar, welche die Gerade g ent-
hilt, denn diese Ebene enthilt den Punkt x, ..., und
wenn x ein anderer Punkt von g, so ist x—x = Aa.. .,
und damit die Gleichung auch von x... erfiillt,

Ist ausser der Geraden g noch ein Punkt A { Xa

ausserhalb g gegeben, so kann man als Gerade opq
die Gerade ansehen, welche A mit dem Punkt x,...
verbindet, dann sind o, ... proportional x,—x, ... und
man erhélt als Gleichung der Ebene durch
g und A

18) (¢—=x,) [6(Za—2,)]+ -+.=0.
Ist g eine der Axen, z. B, die y-Axe, so sind
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aundy=0, #=1; x, y, z konnen — Null gesetzt wer-
den, und man erhilt ' ‘
188) 2xa—&2s =0 oder [£xs] =0,
was man auch direkt ableiten kann.
Ist g durch einen zweiten Punkt x, .. gegeben, so
sind ¢ .. proportional x,—x,, und somit ist
19) (C—X,) [(Y:_YJ (zﬂ-_zx)] +oeo= 0.
Die Gleichung der Ebene durch die 3
gegebenen Punkte und die Elimination vom
Schluss des § 5 ist ohne Rechnung vollzogen.

§ 9. Die gerade Linie in Linienkoordinaten.

Setzt man in 18) fiir xq ya za Null, d. h. legt man
durch die Gerade g und den Nullpunkt die Ebene
(0, g), so erhiilt man

18b) (¢—x,) [y, 7] +..=0.

Die Grossen (y,y—z,8); (2,a—%,7); (%6—Y,®)
sind also den Richtungskosinus der Ebene (0g) pro-
portional,

Legt man durch g eine Ebene, welche einer der
Axen, z. B. x parallel ist, so ist 0=1; p=0, q=0
und 19 geht iiber in

(1—3) 1—(—=) 8 =0, oder ny—p=y'y—z'g=n

Kombiniert man diese (leichung mit der Gleichung
x=0, so stellt sie die Gerade dar, in welcher die
Parallelebene durch g zur x-Axe die y z-Ebene schneidet,
d. h. die Projektion der Geraden auf die
yz-Ebene. Wir haben also als Gleichungen der
3 Projektionsebenen das System

20) ny—f{f=2; fa—fy=Db; Ef—na=c¢
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worin a; g; y; den 3 Richtungskosinus der Geraden g;
a; b; ¢; den 3 Richtungskosinus der Ebene (0g) pro-
portionale Zahlen sind. Durch zwei von diesen Gleich-
ungen ist (was a priori klar) die 3. bestimmt, da
identisch

21) ae+bgtcy=0.

Die 6 Grossen a... a..., zwischen denen 21) be.
steht, bestimmen die Gerade g, es sind daher Koordi-
naten von g, sie heissen speziell Linienkoordinaten
(Pliicker), sie empfehlen sich durch die Allgemeinheit
ihrer geometrischen Bedeutung fiir die Gerade. Da die
Ebenen 20) durch Multiplikation der Gleichungen 20)
mit einem beliebigen Faktor sich nicht &ndern, so hingt
die Lage der Geraden nur von den Verhiltnissen der
Qrossen ab, z. B. %—; % ..., und da zwischen diesen
5 Grossen noch 21) besteht (in der Form

atblp.. . —o0),

so sind nur 4 von ihnen beliebig, und wir haben im
Raum eine w*fache Schaar von Geraden.

Ist die Gerade in Linienkoordinaten gegeben, so
ist es leicht, die Koordinaten von zwei ihrer Punkte
auszudriicken; schneidet die Gerade g z. B. die xy-
Ebene in C und die zx-Ebene in B (Fig. 6), und pro.
jiziert man BC in B’C’ auf die x-Axe, so ist C’ der
Punkt, in welchem die Projektion von g auf die zx-

Ebene die x-Axe schneidet, also O C’ ——-—l, ebenso

OB‘=%, also Punkt c{_—:-; b"+°”, 0. [Cut
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ein Punkt der Projektion von g auf die x y-Ebene, und
. b [ . bs+cy
gehort zu & = —7] und ebenso B{T, 0; af "
Der Zusammenhang zwischen den Linienkoordinaten
und der Bestimmung der Gteraden durch einen Punkt
und die Richtungsfaktoren ist evident; ist die Gerade

durch zwei Punkte gegeben, so sieht man, dass

b/
_AC
B’ '
+
kb
B
Fig. 6.
%) — % —_# _ 7
) XX, Nt £ Zy—2, b

a c

B [yn za] - [zl xs] - [xx ya]"""’
Hieraus ergiebt sich z. B. die Bedingung 16), dass
zwei Gerade «.. und «‘... sich in Einem Punkte
schneiden, in Linienkoordinaten — [wenn man den
Schnittpunkt selbst als x, wihlt]
16%) a@, 4- 8, + 7y, + 88, +bb, + cc, =0,
also in sehr iibersichtlicher Form.
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. Jede Gleichung zwischen den 6 Linienkoordinaten
hebt aus der oo‘fachen Schaar aller Geraden eine

o ®fache Sc}la.ar heraus, welche Linien- oder Strahlen.
Komplex’ helsst, Ist diese Gleichung .vom ersten
Grad, so heisst der Stmhlenkomplex linear. Zu be-
merken ist, dass, da die Grerade durch die Verhiltnisse
dér Koordinaten bestimmt ist, die Gleichung, welché
den- Komplex definiert, selbst nur von den Verhaltmssen
abhiinglg (homd gen) sein darf,
© “Sei der Komplex deﬁmert durch die Glelcbung

23) d,a—l—d p+d,7+a s-|-6 b+a c=0 ,
wo d und § Konstanten sind: Damit eine Gerade des
quplexes durch den Punkt P { X, ... gehe, muss 23)
uut 2) kombmlerh werden, Dies giebt,

24) d(x—xx)+' by [yzx]‘l""‘—o i '

24) ist in x, ¥, .3 linear und ist erfullt wenn

X ==X, ivs., 80 stellt also eine Ebene s dar,. welche
durch P geht also:
. Injedem hnearenStrahlenkomplex gehen
durch jeden Punkt »? viele Strahlen des
Komplexes, welclie eine Ebene bilden. ‘

. Die Ebeng ¢ heisst dem Punkt P zugeordnet. Man
kann amch sagen, alle-Strahlen (des Komplexes), welchs
in g liegen; . schneiden - sich in--P, und 8o gehdrt zw 4
wieder Py -zu jeder Ebene ist. Bin Punkt zugeordnety
(ausser , wenn, jede Gerade in & ‘zum' Komplex -gehort).
Man kann dies durch die Rechnung bestitigen. - )
. -Es gei aA{ ux vy wz—1=0; g, und g, zwei
Strahlen :in i, - P "ihr Schpittpunkt, dann liegen’ alle
Btrahlenr.von: P auf ¢ ‘und'‘die,’ Qléichung von - & ist

Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 8
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{24), das 'gibt zur Bestimmung von P die Gleichungen
(d,—6,2, + 4,y,) =u(d, x, 4 d,y, + d,3,)
(da_":xl + 4, zl) = v(d'l x + da Y.+ d:zx)

. (dll_él Vi +4,x)=w(d,x, 4 d,y, +d,z)

wodurch x,y, z im allgemeinen eindeutig bestimmt

sind. Das System enthilt nichts, was den Geraden g,

und g, eigentiimlich ist, und gilt somit fiir alle, es

‘schneiden sich also alle Strahlen des Komplexes auf &

in P. Die Strahlen des Komplexes durch einen Punkt

erfiilllen eine Ebene, die Strahlen einer Ebene wieder
einen Punkt; man 'betrachtet die Strahlen durch eine

Gerade g.

Seien A und B zwei Punkte auf g, und « und g
ihre konjugierten Ebenen, sei P ein Punkt auf der
Schnittlinie 8 von ¢ und 8, dann sind AP und BP
Strahlen, also auch P A und PB; die Ebene von P, sie
sei m, geht also durch A und B und somit durch g.
Ist also C irgend ein Punkt auf g, so ist PC ein
Strahl, folglich auch QC, wenn Q ein anderer Punkt
auf s ist, also geht die Ebene y von C wieder durch
8, d. h.: Jeder Strahl des Komplexes, welcher
gschneidet,schneidetauchsundumgekehrt.
Der Geraden entspricht also wieder eine Gerade.
(Dualitétsprinzip.) Man kann auch sagen: Liegen
die Punkte A, B, C... auf Einer Geraden g,
80 schneiden sich ihre Ebenen @, , .. auch
in Einer Geraden s, der Konjugierten von g.

Seien A BC D die Ecken eines Tetraeders, a g y 8
ihre konjugierten Ebenen, g y ¢ schneiden sich in 8, ete.,
dann sind 8, B; 8, C; 8, D Strahlen [weil B 8, etc. Strahlen
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sind], also liegen sie in einer Ebene ¢, also liegt 8, in
BCD und der Tetraeder 8, 8,8, 8, ist dem
Tetraeder ABCD zugleich um- und ein-
geschrieben, Diese merkwiirdige Beziehung ist von
Mébius entdeckt. :

II. Abschnitt.
Das Dualitiitsprinzip.

§ 10. Der Ebenenbfischel.

Seien H, —=0 und H, =0 die Gleichungen zweier
Ebenen 5 und e, in Normalform (§ 6) und P ein
beiden Ebenen ortsfremder Punkt, Die Substitution
der Koordinaten von P in die Form H werde durch
H? bezeichnet; sie liefort den (algebraischen) Abstand
gwischen P und ¢. Nennt man diese Abstinde p, und
Py, 80 ist p, =H.®; p, = H.; es sei p, : p, = 4. Sieht
man in dieser Gleichung A als feste Zahl an, P aber
und seine Koordinaten als bis auf die Bindung durch
die Gleichung unbeschrinkt variabel, (was man durch
Weglassung der Marke P in den Formen H andeutet),
so ist H—AH, =0 die Ortsgleichung des Punktes P.
Diese Gleichung ist als lineare die Gleichung U, =0
einer Ebene ¢, und da, wenn H, und H, zugleich ver-
schwinden, U, von selbst verschwindet, so geht ¢, durch
die Schnittgerade von ¢ und s. Man vergleiche T. 1
§ 8, die Betrachtungen sind fast wortlich dieselben,
nur dass statt ,Gterade* Ebene gesetzt wird. Die

. . P _ sin (31)
Fig. 7 zeigt sofort, dass P, — sin(32)

= A ist, wenn
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(analog T. 1) (31). etc. den' Neigungswinkel zwischen
den Ebenen bezeichnet. Dieser Sinusquotient - heisst
wieder das Teilungsverhiltnis des Winkels (12)
der Ebenen ¢, und ¢, durch g. Wir haben -also den
Satz: : Co
Der Ort der Punkte, deren Abstinde von
zwei festen Ebenen ein festes Verhiltnis
haben, ist eine Ebene durch ihre Schnitt-
gerade,

Fig. 7.

Umgekehrt teilt jede Ebene ¢, durch-die Schnitt-
gerade von & und & den Winkel (12) in bestimmtem
Teilungsverhiltnis 4, und fiir jeden Punkt auf e, ist

B 2, somit muss U, = H,—1H, =0 die Gleichung

von &, sein, Der Beweis kann auch wie in T. 1 ge-
fiithrt werden. U,=—=a,x4 byt c,z + d;; bestimmt
man 2 Zahlen o und s, so dass .

8y =oa, +10y; by=08, 414,
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so ist U, =oH, +tH,+fz+g Soll nun U durch
(H, H,) gehen, so muss fz-} g fir die unzahhgen z
aller Punkte dieser Geraden verschwinden, das ist nur
mdglich, wenn f =0 und g=0ist, d.h. U _0E+1E,
also U, =0 (T. 1§ 4 Schluss) { B,—4H, =0.

- Die Ebenen ¢ " und e, teilen den Raum in 4
Ficher, die zu  je .zwei und zwei als Scheitelrinme
gleich sind; in dem einen Paar, wir wollen sie den
Aussenraum nennen, haben die Abstinde gleiches
Zeichen, in dem andern Paar, dem Innenraum, ent-
gegengesetztes. ‘Dreht sich. ¢, im Innenraum von ¢
nach ,, so nimmt 4 fortwahrend ab von —0 bis — o,
dreht sich 4 dann weiter: durch den Aussenraum von
e, nach ¢, so0 ‘nimmt 4 ab von + oo bis + 0. ' Es gehort
also zu jeder Ebene &; Ein 4 und zu jedem 4 wieder
diese ' Ebene. Man - 'nennt eine solche Schaar von
Ebenen ein Ebenenbiischel, die gemeinsame Ge-
rade heisst der Tr:iger des Busohels, die Grdsse A der
Parameter.

Zu jedem Wert des 4 im Innenraum gibt es einen
entgegengesetzt gleichen im Aussenraum, die zusammen-
gehorigen Ebenen ¢, und -e, heissen konjugiert. Man
sagt, ¢, und &, werden durch ¢, und ¢, harmonisch
getrennt, da, wie T. 1 bewiesen, auch umgekehrt ¢,

und ¢, durch &, uud e, harmonisch getrennt werden, so
sind auch g und e, kon;ugxert und die 4 Ebenen,
deren Glexchungen

1) H,=0; H,=0; H—2AH,=0; H,4+2H,=0
bilden ein harmonisches System. Die Harmonie
der Ebenen wird auch ausgedriickt durch die Gleickung
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sin(31) , sin(41)

sin (32) + sin (42)
Sind die Gleichungen der Ebenen s, und &, nicht
in Normalform -gegeben, sondern in allgemeiner, so
bleiben die Gleichungen des harmonischen Systems be-
stehen. Von 2) versteht sich das von selbst, aber auch

1) U,=0; U,=0; U,—KT,; U, KT,
sind die Gleichungen eines harmonischen Systems, denn
da yU=H — (§ 7), 8o ist dies System #quivalent mit:’

K
# U, =0; l"lUl=O; s U— ﬁ”’—"‘l U,;

K
(t‘U—I-”' U
“y

{ H,=0; H,=0, H,—4H,; H, + 1H,
und dies ist nach 1) harmonisch.

Es bleiben die Sitze des T. 1 § 8 mit der an-
- gegebenen Vertauschung alle bestehen, wir beweisen
nur den Hauptsatz:

Ein harmonisches Ebenen-System wird
von jeder Ebene, die nicht zum Biischel ge-
hért, in 4 harmonischen Strahlen geschnitten.

Die Ebenen seien U,;U,; U, — AU, ; U, +4T,, die
5. Ebene sei V, dann ist ohne weiteres klar, dass die
4 Schnittgeraden sich auf dem Triger des Biischels
schneiden, also einem ebenen Strahlenbiischel ange-
horen. Wihlt man die Ebene V=0 zur zx-Ebene, so
erhiilt man die Schnittgeraden dadurch, dass man in den
4 Formen der Ebenen y =0 setzt, somit sind ihre
Gleichungen u, =0; u, =0; u,—Au,=0; v, +2u, =0,
d. h. aber die 4 Geraden sind harmonisch.

2) 0.
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Ein ausgezeichnetes System ist wieder das, in dem
A den Wert 1 hat, &, und e, die beiden Halbierungs-
ebenen der Raumwinkel zwischen & und e, sind.

Aus dem eben bewiesenen Satz ergiebt sich sofort
der Satz:

Ein harmonisches Ebenensystem wird
von einer Geraden in einem harmonischen .
Punktsystem geschnitten. (Jede Ebene durch
g schneidet das Ebenensystem in 4 harmonischen
Strahlen, und das Punktsystem ist ein Schnitt dieses
Biischels.)

Diese Sitze sind umkehrbar: Sind A BCD vier
harmonische Punkte und legt man durch
Eine Gerade und die 4 Punkte die 4 Ebenen
(man sagt: Projiziert man die 4 Punkte von einer Ge-
raden aus) @, 8,7, 4, so bilden diese ein harmo-
nisches System. Die Koordinaten der harmonischen
Punkte sind:

Xg — A Xp Xa + 4xp

1—4 " 144
(§5in T. 1 § 8) und die Formeln 18 § 8 beweisen
den Satz, oder noch einfacher 182), da man jede Ge-
rade, also auch g als y-Axe ansehen kann,

Beispiel zu Formel U,=H, —AH,.

Es seien &, ¢, &, drei Ebenen, welche ein Dreikant
SABC bilden. SA, 8B, SC seien die Kanten,SAB=¢,..,
Man wihle den Anfangspunkt im Innern des Drei-
kants, daon sind & —e, =0=H,; ¢ —e =H,;
e, —2 =H_; die Halbierungsebenen 7,; 7, ; #,; der drei
(Inneren) Keile oder Winkel des Dreikants y, «, 8

[y der Winkel zwischen den Seitenflichen &, und e,

Xg oeoeoe XPoooo
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die” sich in -der’ Kante SC .schneiden, -.'» ..~ Da
H, + H, + H, =0, so schneiden sich die Ebenen in
einer . Geraden. Die Sitze iiber die Drei- und Viel-
kante gewinnen an Anschaulichkeit,  wenn man sie auf
die Kugel iibertrigt, welche man um den Scheitel-S
des” Vielkants mit beliebigem Radius, den anan als
Liéngeneinheit wihlt, schligt; den sogenannten Kugel-
gschnitt des Vielkant. Es kommt das darauf hinaus,
die Ebenen des Biischels von einem beliebigen Punkt
des Triigers S aus auf eine. Kugel mit Cenmtrum S zu
projizieren; die Ebenen des Biischels projizieren sich
dann auf die Kugel als eine Schar von-Meridianen,
d. h, Hauptkreisen. mit’ gemeinsamem -Durchmesser (auf
dem Triiger des Biischels).  Da fiir alle diese Haupt-
kreise der-Kugelradius derselbe bleibt, 8o unterscheiden
gie sich nur durch die verschiedenen Gleichungen .der
Ebenén des Biischels und kénnen daher mit denselben
Formen bezeichnet werden. Den Hauptkreis ‘nennen
wir Kugelgerade, seine Hiilfte (Kugel-) Strahl; einen
Bogen desselbea, der kieiner-als dell"E‘[élbklfeis: (Kugel-)
Strecke, und als Liinge desselben setzen wir den 8i-
nus seines Centrumwinkels ‘bezw. seiner Ampli-
tude. Der eben bewiesene Satz heisst dann:

Im sphirischen Dreieck sehneiden sich
die Halbierungslinien der .drei Winkel in
einem Punkte, dem sph.. Mlttelpunkt des
Inkreises. .

(Heisat dieser @, so ist sein Gegenpunkt w :eben-
falls Centrum des Inkreises, da auf der ‘Kugel jeder
Kreis 2 Centren hat.) Wir brauchen den Satz fiir die
Nebenriume nicht erst zu beweisen,  denn wenn wir
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den - Gégenpuxﬂtt von “A-‘dreh: A’ zeichnen,” Bo* it
BCA’ auch ein sphirisches Dreieck; und: Hat daher
aich eine Mitte: des  Inkreises.’ [Es ist:” (s, -+ )

+ (5, — )—(a +e¢,) =0.] Bilden wir H= 1—|—a,+e,,.
8o ‘ist H=0 die -Gleichung einer Ebene bezw. einer
Kugelgeraden 7, welche 1) durch § géht, da H=0 ist,
wenn alle 3 ¢’ Null sind, 2) durch die Schnitﬁgeradé
von' & und (8,+-8,) bezw, durch den Schnittpunkt des
Kugélstrahls & :mund. (s, &,) geht. ; Wir ~haben, " heisst
das, auf der Kugel wie auf der Ebene den Satz:

Die Halbierungslinien der Nebenwinkel
schneiden dje Gegenseiten in 3 Punkten,
welche a.uf emer Géraden llegkn

Vier harmomsche Ebenen bezw. Ha.lbebenen des
Biischels pro_]lzmren sich auf der Kugel fn 4 Geraden
bezw. Strahlen, welche harmonische ‘genannt werden
sollen; vier harmonische Strahlen, vom Centrum S aus-
gehend, projizieren’ sich in 4 harmoniséhen Punkten.
Sind ACPQ vier solcher Punkte, so ist wenn wir
sin AP etc. kurz AP etc. nennen:

AP AQ
Es gelten dann die Satze § 7, 1 alle filr das Ebenen-
bitschel bezw.’ fiir da.s Kugel Stmhlen Buschel z. B.
Fig. 8. Legt man von einem “Punkt” Q auf ‘einer der
hiarmonischen : Strablen- U, U, U, U, (Ebenen): B von
Q auf U, zwei Qilerlinien (Ebenren) durch -das:Biischel;
und verbindet ihre Schnittpunkte {Gerade) mit U, und
U, iiber Kreuz, so schnelden “sich ‘diése 'Verbindungs-
Geraden - (Ebenen) auf U,. Der:Satz- ist eine unmittels
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bare Folge des Hauptsatzes auf 8. 14. Wir haben
ferner den Satz vom Vierseit wieder:

Im vollstindigen Kugel-Vierseit teilen die Dla-
gonalen einander harmonisch.

Zu bemerken ist, dass wir uns auf Strecken, kleiner
als z beschrinken. Der Beweis ist genau derselbe wie
in T. 1; er kommt auf den Satz zuriick:

Zweiharmonische Systeme, welche einen
Strahl (Ebene) gemeinsam haben, schneiden

Fig. 8.

gich auf ein und derselben Geraden (Ebene)
und es kann das vollstindig verschiedene
Paar iiber Kreuz kombiniert werden.
Seien: Fig. 8 U, U,; U, —4U,; U,4 4T, ein
harmonisches System, U, ... ein zweites und U, =U", ;
dann ist U, — U, =AU, — AU, =10, —U’,, d. h. aber,
da U, =T, die 4 harmonischen Strahlen- (Ebenen-)Paare
schneiden sich auf derselben Geraden (Ebene). Da
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U,—U0,=0,—1U,=40,4 4T, und U, =T,
so liegen auch die Schnitt-Punkte (Geraden) von U,
und U%; U’ und U,; U, und U4 und U, und U,
auf einer Geraden (Ebene). Dies ist wieder unser
Satz in der Fassung:

Durch jede Ecke eines vollstdndigen
Kugel - Vierseits (jede Kante eines dito
Vierkants) gehen 3 S8trahlen (Ebenen), die
beiden Seiten und eine Diagonale; der (die)
zur Diagonale zugeordnete 4-harmonische
Strahl (Ebene) ist die Gerade (Ebene), welche
die Ecke (Kante) mit dem Schnittpunkt (der
Schnittgeraden), der nicht durch die Ecke
(Kante) gehenden Diagonalen verbindet.

Den Menelaos und damit auch den Ceva (T.1,
8. 42 u. 43.) beweisen wir mittelst eines fast evidenten
Hilfsatzes: Das Verh#ltnis der Abschnitte
einer Sehne ist gleich dem der zugehdrigen
Bogenabschnitte.

(Es ist Fig. 9 BD BF  sin ASP
sin

AB:BC:BD:BF:S_B:S_B=u—inCSP=AP:PC
nach der Festsetzung iiber die Liénge eines Bogens.)

Projizieren wir die Punkte A‘C‘Q der Fig. 8
vom Centram 8 aus durch die Kugelradien auf die
Ebene RAC in o’ y x und bemerken, dass a’ ¥’ x als
gemeinsame Punkte zweier Ebenen in einer Geraden,
a' auf der ebenen Geraden AR, » desgl. CR liegt und
% auf der ebenen Geraden A C als Punkt der den
Ebenen RAC und SAC gemeinsam, so gilt fiir das
Dreieck RAC der ebene Menelaos. Es ist
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ST T A Ry W ‘,7' N L

A7 ; Ba" Gy Ax —r .
und nach unserm Hilfssatz _

AA' RC CQ

RA CCAQ— b
womit der Menelaos: auf der Kugel. bewmsen ist,
und.da ..~ .CQ. CP :
A AQ

auch der Ceva, Also:

. Fig -9,

“Werden die 3 Seiten eines spharlschen
ﬁrfetecks vdn einer spharlschen Geraden
gescl_lnltten so ‘sind die Produkte der
We'chselabschinitte ”einan'}le"r' éﬁtgegenge‘-
setzt gleich und: o A ‘ -

“ Sc¢hneiden swh dle Ecktransversalen
exnes sph. Dreiscks in einem Punkt, so slnd
&6 Produkte- ‘ﬂer Wechsela'bschnltte ein-
ander gleich.”
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. Beide Sitze sind wiéder, 'da-wir uns:suf Liingen
nnter x beschrinken, umkehrbar, weil infolge der Bes
schrinkung der Tangentialsatz aus dem Sinusquotienten
und der Summe oder Differenz der Bogen dieselben
gindeutig bestimmt; es gelten daher die Bemerkungen
auf S, 43 u. 44, T.1 und wir haben: dieselben Sitzd
fiirs sphirische ,Dreieck; auch in diesem schneiden
sich die 3 Hohen in einem Punkte,,_dig
3 Mittellinien, die Geraden, welche die
Ecken mit den Berihrungspunkten des In-
kreises verbinden etc. und ebenso gilt der mit
dem letzteren in eine Gruppe gehérige Satz: Die
3 Beruhrungssehnen des Inkreises schnels
den die Gegenseiten in Punkten, welche

auf einer Geraden liegen eto. .

§ 11. Die Gleichung des Punktes in Ebenenkoordinaten.

In den Sitzen:von der harmonischen Teiluflg tritt
wieder, wie in"T.'1 § 7 das Prinzip der Dualitiit deut-
lich. hervor, nur dass im Raum sich Punkt und Ebene
dual entsprechen. Wie wir bisher den -Punkt: als
Raumelement = oder Grundgebilde angesehen haben,
konnen wir jetzt die Ebene . als - Grundgebilde oder
Element betrachten,.: - - ' e

Es sei die Glewhung der Ebene e in Axenform

ax+b,y+cz-—1 =0,
dann ist durch die Werte von a b, o ‘dié Ebene 3
ebenso vollig bestimmt, wie . ein Punkt durch seine
3 Koordinaten x, y, z; die Grdssen a, b, ¢, sind daher
(T.1, 8.9) Koordinaten der! Ebene, Sehen wir
in unserer Gleichung die Zeichen x y z als Triiger allor
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Zahlenwerte von — o bis 4+ o an, d.h. als einzeln
betrachtet unbeschriinkt variabel, aber durch die Gleich-
ung von s, gebunden, so zeigte sich diese Bindung
geometrisch darin, dass der Punkt, der einem Wert-
system x ... { war, an die Ebene ¢ gebunden war.
Wir kénnen aber ebenmsogut xyz als fest gegebene
Zahlen x,, y,, z, ansehen, und a b, ¢, als variabel,
abc, aber durch die Gleichung
ax, 4 by +cz —1=0=A
gebunden, dann stellt diese alle Ebenen dar, welche
durch den Punkt P, { X, ... gehen, und nur diese,
d. h. also A ist die Gleichung des Punktes P,
in Ebenenkoordinaten und zwar in ebenen Axen-
koordinaten, also :
1) Pl{axl+byl+czl—1=0.

Man sieht also, und darin liegt die analytische
Formulierung des Dualititsprinzips:

Dieselbe Gleichung stellt je nach der
Auffassung eine Ebenein Punktkoordinaten
oder einen Punkt in Ebenenkoordinaten dar,

Ist die Ebene in Normalform gegeben,

aex—+4gy—+yz—n=0,
wo 2) o p =1,
so ist es zuniichst bequemer fiir — n zu setzen d, dann

sind —% ... die Axenkoordinaten, wir haben dann

4 Koordinaten fiir die Ebene, aber zwischen ihnen be-
steht die Relation 2). Die Gleichung des Punktes wird
dann Pl{ax,+by!+yz,+6=0

oder besser in homogener Form
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Pl'{ as+pgb+yo+4dd=0,
%— ... die gewdhnlichen Koordinaten des Punktes

P, sind. Ist d=0, so riickt der Punkt ins Un-
endliche. Sieht man von der Relation 2) zwischen
agy ab, so sind afyd die allgemeinen Ebenenkoor-
dinaten; die Ebene ist dann durch die Verh&ltniqse
a

T d «o+. Hat
man 2 lineare Gleichungen in Ebenenkoordinaten

a8, +...=0 und ga,+...=0,

so stellen sie zwei Punkte P, und P, dar, und damit
ihre Verbindungsgerade; die Gerade wird also. in
Ebenen- wie in Punkt-Koordinaten bestimmt, sie ent-
spricht sich dual selbst, sie ist Verbindungsgerade
zweier Ebenen, wie zweier Punkte,

- Drei lineare Gleichungen in Ebenen-Koordinaten
stellen (generaliter) 3 Punkte und damit eine Ebene
dar, wie 3 lineare Gleichungen in Punkt- Koordinaten
drei Ebenen und damit einen Punkt. Ist

L% +bIYx +cle —1=0,
d. h. soll der Punkt P, auf einer gegebenen Ebene
liegen, so ist seine Gleichung .
ax, +...—1=0

und wenn man subtrahiert:

4) (a—a)x, +(b—Db)y, +(c—e)3 =0
Hat man die Gleichung

£ a—a)p+b—b)a+(—o)r=0,
wo a, b, ¢, die Axenkoordinaten einer bestimmten Ebene
a, b, o, variable Axenkoordinaten der Ebene bedeuten

wo

++. bestimmt, wie der Punkt durch
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und p q r Konstanten sind;_so stellt ie-einen Punkt
P, dar, der durch ‘die Ebene al b, ¢, g{aht und dessen
Koo#dinaten p, g, r, proportional smd, es ist-P {x

Wo X, =PiU,..; und u—-alp—l-b.q-l-c r ist. |

Lasst man-abe bezw, afyd unbeschra,nkt variabel,
so stellen -.sie alle o % Ebenen des Raumes dur, eine
Glelchung zwmchen den, vanablen Ebenenkoordmaten
wie (abc)-——O oder(p(aﬂyd)_o N
hebt eine m’fache Schar heraus, welché:im allgamemen‘
eine Fliche ¢ umhiillen.- -

Zu bemerken 1st, dass wenn a ﬂy 6 d10 a.llgememen
Koordinaten sind; *die- Form ¢ homogén sein muss,
d, h, die' Summe . der' Exponenten det Variabeln musy
in jedem Gliede dieselbe & aem, vder, anders a.usgedruckf
setzt man in ¢ fiir e #.. . ein: Aa, Ag. .7, s0 ist' @
(Aa, Af...)="Avgp(a, 8. .:), 50 dass es g'esthttét: ist,
in g = O eine der Variabeln, z. B. § gleich 1 za setzen.
Die Zahl n, die k'onstante Summe'der Ex-
ponenten, heisst &er Gra& der hom ogenen
Funktion,

Als Beispiel wzihlen wir ' die Schar der Ebenen,
welche von einem festen' Punkt M. {x . den festen
Abstand +r haben. Sei e{s,b ¢ eine solche Ebshy)
dann ist nach § 7 der Abstand +r dbs  Pinktes M
von g ax +by‘+dz 1

Y a*+blf¢? v
also haben wir nach Beseitigung der Wnrzel als Gleﬂzh-
ung ¢ (abe)= g

D" (o, by 05, = 1 — @ Y ) 0,
‘Wir beweisen, zuniichst an dem Beispiel,- aber »— 5q dass
man die! Allgémeingiiltigkeit sieht — den Satz: . .! &

M it
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Die Ebenen der Schar =0, deren Koor-
dinaten sich nur unendlich wenig unter-
scheiden, die benachbarten Ebenen, schnei-
den sich in einem Punkt, dem Beriihrungs-
punkt und der Beweis giebt dual sofort den ent-
sprechenden Satz:

Die unendlich nahen Punkte der Schar
f(xyz)=0 liegen auf einer Ebene, der Be-
rihrungs- oder Tangential-Ebene.

Zur Abkiirzung sei ax, + ... —1=1u. 8Sei &
eine andere Ebene der Schar ¢=0 und & { a, ...
und a=a-+h; b’=b+k; ¢/=c+]
so ist die Form ¢ nach Einsetzung von a’...: ¢(a‘...)
und wenn man nach Potenzen von hkl ordnet, so ist
?(@a’..)=¢ (3---)+h¢'a+k‘?'b+l‘?lo+h.‘?s" T+
W0 ¢'a ... Abkiirzungen fir die Koeffizienten von
hkl sind, welche deutlich machen, dass diese Grissen
h, k,1 nicht enthalten. In unserm Beispiel ist

p'a=2(ux, —r'a); ¢’ =2 (uy,—r'b);...

Da nun g4 a... zur Schar gehort, so ist ¢ (a...)=0,
also ,
¢ (a+h; b+k; e4+l)=hoatkept+lg'ethie“at...
Sind h, k,1 unter jedes Mass klein, so konnen
h?% hk, h), k*...
gegen hk1 vernachlissigt werden [ist z. B. h = 0,001,
80 isth®* =10—%] und ¢ (a -}- b ...) =0 reduziert sich auf
II) hg'a+ke'+1gs=0,
ausser wenn alle 3 ¢’ verschwinden. Es ist II = mit
(a* —a)¢’a+...=0; diese Gleichung stellt aber, wenn
a’ b’ ¢’ frei veridnderlich sind, einen Punkt P dar, der
Simon, Analytische Geometrie des Raumes, (]
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durch die Ebene e [ a..., geht und dessen Xoor-
dinaten § 9§, da ag’a + be'p + c¢’c =u eine konstante

ist, gleich ‘%‘. .. sind. Da die Gleichung IT von allen
abc unendlich nahen Ebenen der Schar ¢ =0 erfiillt

2
wird, so gehen sie alle durch P, Hier ist £ = M;

u
2

n=..., also g—xlz? und da nach I u®=r?
(a® 4 b* 4-c?) ist, so ist
o) ¢—=x)+@—y)'+C—z)=r.

Dies ist aber nach § 5 die Gleichung der
Kugel mit Radius r und Centrum M in Punkt-
koordinaten, also ist I die Gleichung dieser
Kugel in Ebenenkoordinaten.

Ganz analog ist der Beweis, dass die einem Punkt
der Schar f(xyz)=0 benachbarten Punkte generaliter
auf einer Ebene, der Tangentialebene liegen. Wir
haben also gezeigt, dass von Ausnahmen im einzelnen
(pa+..=0; fx...=0) abgesehen, die Fliche ¢
in der Umgebung einer ihrer Ebenen als
Punkt, und die Fliche F in der Umgebung
eines ihrer Punkte als Ebene angesehen
werden kann.

Die Rechnung in unserm Beispiel wiirde sich ver-
einfachen, wenn man Normalkoordinaten braucht, als-
dann ist die Gleichung der Kugel:

ax1+ﬂy1 +7’Zl+(’=il‘,
wobei die Zweideutigkeit durch Quadrieren beseitigt
wird, und die Homogenitit dadurch hergestellt wird,
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dass man r® mit 1 in der Form (a®+ g* -+ #*) multi-
pliziert.
§ 12. Die Punktreihe.

Seien P, und P, zwei Punkte, p, =0 und p,=C
ihre Gleichungen in Normalform, dann ist
vy, =p, —4p, =0
die Gleichung eines Punktes P, auf der Verbindungs-
linie von P, und P,, wie man sofort sicht, wenn man
u, in der Form schreibt:

a (x, —lX.)+ (1 —2)

welches{ mit ¢ ~1——* (x, ’) +4-.. 8, welches die Qleich-
S+

ung des Punktes - 1 _li ... ist, der auf P P, liegt

und PP, im Verhiltnis 4 teilt (nach § 5), wobei 4
negativ ist, wenn P, innerhalb der Strecke P P, liegt,
positiv, wenn ausserhalb, Dies lidsst sich auch direkt
ableiten. Setzt man in die Gleichung eines Punktes P
in Normalform p die Koordinaten einer ortsfremden
Ebene ¢ ein, so ist p, (§ 6) der Abstand des Punktes P
von der Ebene ¢; ist die Gleichung von P in all-

gemeiner Form U gegeben, so mt — der Abstand des

Punkts, wo das Zeichen von u nwch der Regel in § 7
bestimmt wird, Legt man durch irgend einen Punkt
P,, z. B. zwischen P, und P, irgend eine Ebene, und
fallt auf sie von P, und P, die Lothe, so sind diese
P, und p,, und die Fig. 10 zeigt, dass:

P./py=PP,:P,P,= 1 oder p, —p,4=0
fir alle Ebenen durch P, und nur fiir diese, wo 4 das
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Teilungsverhéltnis von P, P, durch P, ist. Liegt
P, innerhalb, so sind die Lothe von entgegengesetzten
Zeichen, weil P, und P, an verschiedenen Seiten der
Ebene durch P, liegen, aber auch die Strecken P,P,
und P,P, sehen wir als entgegengesetzt an; liegt P,
ausserhalb, so ist das Verhdltnis der Lothe, wie der
Strecken P P, und P,P, positiv; es ist also die Gleich-
ung des Punkts P, der auf P P, liegt, und sie im Ver-
hiltnis 4 teilt

Fig. 10.
5) Uy=p, —4p,=0.

Sind P, und P, in allgemeiner Form u, und u,
gegeben, so sind zwar die Lothe u /u; u/u, aber ihr
Verhiltnis ist u,/u; und wieder gleich dem Teilungs-
verhiiltnis A, somit ist u,=u, — Au,. Durchliuft 4
alle moglichen Werte, so bekommen wir alle Punkte
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auf der Geraden P,P,; wir nennen diese Punkte:
Punktreihe, die Grosse 4 den Parameter, die
Gerade den Triiger der Punktreihe. Isti=—1,
so ist P, die Mitte von P, P ; ist A=-}-1, so ist P,
die Mitte der unendlichen Strecke P,P,, d. h. liegt im
Unendlichen. Nach Definition harmonischer
Punkte sind p,, p,; p,— 4p,; p, + 4p, die Gleich-
ungen 4 harmonischer Punkte, oder in all-
gemeiner Form
w5 05w — Ao, o+ A,

Zwei Punkte, ihre Mitten im Endlichen und Un-
endlichen, bilden also ein spezielles harmonisches System,
entsprechend dem System zweier Ebenen und ihrer
Halbierungsebenen; durch Vermittlung des unendlich
fernen Elements entsprechen sich also auch metrische
Relationen dual. Da die Gleichungen der Punkte,
der Punkte einer Reihe, der harmonischen Punkte in
Ebenenkoordinaten mit denen der Ebene, der Ebenen
eines Biischels, der harmonischen Ebenen die Punkt-
koordinaten véllig iibereinstimmen, so bleiben alle Fol-
gerungen bestehen und wir erhalten die betreffenden
Sitze durch Vertauschung von Punkt und Ebene, worin
eben das Dualitiitsprinzip liegt.

III. Abschnitt.
Die Koordinatentransformation.

§ 13. Drehung.
Schon in § 5 haben wir die Parallelverschiebung
des Koordinaten-Systems benutzt und gesehen, dass
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(Fig. 4) wenn x y z die urspriinglichen, £ #{ die neuen
Koordinaten desselben Punktes P bezeichnen und x,...
die alten Koordinaten des neuen Anfangspunkts
1) §=x—x,; 7=y—Y5,... und umgekehrt,
x=§+X...

Lisst man den Anfangspunkt fest, #ndert aber die
Richtungen der Axen beliebig, doch so, dass das neue
Koordinatensystem rechtwinklig bleibt, und nennt £ 7§
die neuen Koordinaten, xy z die alten, und bezeichnet
den Winkel, welche die £-Axe mit den alten Axen
macht mit @ 8, y,, die der 4-Axe e,... und die der

{-Axe a,..., so hat man zundchst das Gleichungs-

system
2) &'+6 '+yn"=1;und2%) a0, + 8,6, + 77 =0
a8t =1 305 + 838, + 737 =0
o' 8"+ =1; @ - 838, + 7571 =0

Das System 22) driickt aus (§ 4, 6), dass auch die
neuen Axen auf einander senkrecht stehen. Da die
alten Axen mit den neuen die Winkel «, &3 ;.0 8, 1 ¥, -+
bilden, so hat das System 2) zur Folge das System

3) a’+e,'ta, =1ete. 3%) ap, +ap;+ ey, =0...

Die Normalgleichung der ¢ £-Ebene ist in alten Koor-
dinaten ax+8.y+7,z2=0.
Setzt man die Koordinaten des beliebigen Punktes P
darin ein, so ist sein Abstand durch die linke Seite
in alten Koordinaten ausgedriickt, wihrend er in neuen
gleich % ist, somit haben wir die Transformations-
gleichungen

9 t=axt8y+ns

=X+ 5T+ 72
§=a X+ 6, + 7,2
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Genau in derselben Weise erhalten wir ohne Rechnung
5) x=a, ftantef...

Das System 5 kann auch aus 4 abgeleitet werden
dadurch, dass wir die Gleichungen 4 der Reihe nach
mit @ a, a;, danm mit 8, 4, A, multiplizieren und ad-
dieren, und die Formeln 32) anwenden. KEine beliebige
Verlegung kann aus einer Parallelverschiebung und
Richtungsiinderung zusammengesetzt werden, man sieht,
dass dann die Gleichung 5 sich nur dadurch #ndert,
dass rechts die Konstanten x, ... hinzukommen, d. h.
die Koordinaten des neuen Anfangspunkts im
alten System.

Da die Gleichungen 5) und 4) linear sind, so sieht
man, dass durch eine Koordinatentransformation der
Grad einer Fliche F' { f(xy z) =0 nicht geéindert wird,
und man kann jetzt anch zeigen, dass wenn f(xyz)
algebraisch und vom n. Grade, die Fliiche F* von keiner
Geraden in mehr als n Punkten geschnitten wird. Sei
fin x vom Grade n und in keiner Koordinate von
hoherem Grat'e, so wird die Fliche F* von der x-Axe
(fir die in f(xy2)=0 2z und y= Null zu setzen sind)
in hdchstens n und wenn man zusammenfallende und
imaginire Ldsungen zihlt wie in der Algebra, so wird
F von der x-Axe genau in n Punkten geschnitten.
Ist g eine beliebige Gerade, so kann man die Koor-
dinaten so transformieren, dass die Gerade g zur £-Axe
wird, der Grad von f(§7%) wird durch die Transfor-
mation nicht gedndert, und so wird F { f(§48)=0, von
g in n Punkten geschnitten, womit der Satz bewiesen
ist. Hat eine Gerade mit einer Fliche F" mehr als n
Punkte gemeinsam, so miissen in F™ bei der Trans-
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formation auf die Gerade als £-Axe alle Koeffizienten
verschwinden, die (Hleichung der Fliche F" wird dann
von jedem £ erfiillt, die Gerade g, heisst dies, liegt
ganz auf der Fliche.

Man unterscheidet bei Beibehaltung des Null-
punktes zwei Arten von Transformationen;
entweder kann das neue System durch Drehung des
alten erhalten werden oder nicht. Lisst man n#émlich
das Axensystem unverindert, vertauscht aber die posi-
tive und negative Richtung auf allen 3 Axen, so kann
das alte System mit dem neuen nicht zur Deckung
gebracht werden, die Systeme sind nicht kongruent
sondern symmetrisch, wie auf der Kugel ein spb. Drei-
‘eck und das Dreieck seiner Gtegenpunkte. Zu jedem
Axensystem mit dem man das alte durch Drehung zur
Deckung bringen kann, gehort also immer eins, fiir das
dies nicht geht.

Die Formeln 4 miissen bei beliebiger Transfor-
mation durch Zusetzen der Konstanten £, ... erweitert
werden, welches die neuen Koordinaten des alten An-
fangspunkts sind. Ist die Gleichung einer Ebene & im
alten System

ax+by+4cz4+d=0,
und im neuen

a’§+b'gtcf+d'=0,
so ergiebt sich durch Benutzung von 4) und Identi-
fizierung der beiden Gleichungen von e
6) a=gq a'4a b tac; b=g a4 8, b+ 8¢
c=y & +...; d=§a' 9, b + e+ d. .
Wenn man sich also auf Drehung be+
schrinkt, ist die Transformation der Ebe-
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nenkoordinaten véllig konform der Trans-
formation der Punktkoordinaten.
Man sieht, der Grad der Gleichung
p(epyd)=0

(wenn wir jetzt wieder die Ebenenkoordinaten wie sonst
bezeichnen, statt wie eben mit a, b, ¢, d) wird durch
Transformation der Koordinaten nicht. ge#indert
und man beweist, wie oben fir F", dass eine g8, d. h.
eine Fliche n, Klasse die entsprechende Eigen-
schaft hat: Durch jede Gerade g gehen hdchstens n
Ebenen der Fliche, d. h. n-Ebenen, welche die Fliche
beriihren oder die zur Schar ¢n(agyd) =0 gehéren;
den Fall, wo g. auf der Fliche liegt, wieder aus-
genommen.

IV. Abschnitt.
Die Kugel.

§ 14. Die Gleichung der Kugel.  Potenzsatz.

Die Kugel wird definiert als Ort der Punkte, die
von einem gegebenen Punkt M { a, b, c die gegebene
Entfernung r haben, dann ist 4

1) K=E—a) 4+ GF—b’+@EZ—c)—r'=0
die Gleichung der Kugel in Punktkoordinaten. ‘Setzt
man in K die Koordinaten eines ortsfremden Puvktes P,
8o ist Kp=MP?* —r*(T. 1, 8.59). "Zieht man durch
P{xo ... eine Gerade g, welche die Richtungskosinus
afy hat, so sind ihre Gleichungen nach § 5, 7%)
x=x,+4a ..., Wo 4 die Entfernung des laufenden
Punktes von P bezeichnet. Die Schnittpunkte dieser
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Geraden g mit der Kugel K erhiilt man, wenn man
diese Werte in K = 0 einsetzt. Wir haben also, wie
in § 11 in K=K (xy 2) fiirx, y, z zu setzen x,+h;
Yo + k; 2, + L ’

Da diese Aufgabe hiufig wiederkehrt, wollen wir
sie allgemein erledigen, Es sei f(xyz) eine Form
2. Grades, sie besteht aus Gliedern 2. Grades, 1. Grades
und einer Konstanten. Wir machen f(x y z) homogen,
indem wir eine Hilfsvariabel x, einfithren und setzen
x=x/X; y=X,/x,; Z=x,/x,. Setzt man x, =1, s0
sind x, etc. mit xyz identisch. Nach Multiplikation
mit x,* ist dann x*f(xyz) = a,x* 4+ 2a,x x,
+ 2anx|xs + 23, ,x,x + a'nxa' + 28,,x,x,
+ 28,4x,X, + 8,,%,7 + 28,,x,%, + a,x;' oder
kiirzer: f(x y z){Z'a;k Xi Xk, wo die Indices i und k
der Reihe nach die Werte 1 bis 4 durchlanfen und
ajg = agi ist,

Setzt man in f(x,...) fir xj ein x; -+ §; und ord-
net nach Potenzen der §, so ist

f(xi4+ &)= A+ I Bi + Jeik i &k

Sind alle £=0, so ergiebt sich A =f(xj), sind

alle x =0, so ergiebt sich Jcjx &1 &k =f(§1) also
Cik— 81k

Ist & =xi, so ist f(x3 - &1)=£(2x1) =4f(x1),

somit
2) x B +x,B,+x,B,+x,B,=2x B =2f(x1)
und
Bi=2(x,a11+x,813}x, 818+ X 814) =2 Ixx 84k,

wo i fest und k variiert von 1 bis 4; d. h. man erhiilt
!y By, wenn man in der homogenen Form x; vor die
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Klammer nimmt, als zugehorigen Faktor. Es ist prak-
tisch B; zu bezeichnen als f'xi, also

3) f(xi+ &) =1(x1) + I8 Fx14+£(&).

Das Resultat unserer Einsetzung erhalten wir,
wenn wir X, =x, X, =Y, % =%, X,=1 und
£, = O setzen; somit

) K(x,+40;..)=K(x,..)+24(a(x,—s)

+8 (o —b) -+ 7 (3,—0)) + (@' + 5"+ 77 = O.
Der Faktor von A? ist 1, und nach den Siitzen iiber
die Wurzeln einer quadratischen Gleichung (Schubert,
Arithmetik, S. 111): .
A4 =K(x,...)=PQ.PR=MP* —r*

= (MP +1) (MP — 1),

d. h, der Potenzsatz (T. 1, 8.59) gilt auch fiir die
Kugel:

Das Produkt der Abschnittealler Kugel-
sehnen durch denselben Punkt ist konstant.

Setzt man in die Gleichung der Kugel
in Form 1) die Koordinaten eines orts-
fremden Punktes, so erhilt man die Potenz
des Punktes in Bezug auf die Kugel.

Die Gleichung der Kugel ist quadratisch, die
Kugel gehort also zu den Flichen 2. Grades, den
Quadric’s (nach dem Vorgang Reye’s mit F* be-
zeichnet), aber nicht jede Form 2. Grades stellt eine
Kugel dar. Es ist notig, dass die Form sich mit 1
identifizieren lasse, also darf sie nur die Gestalt haben:

o(x*+y'+ 32— 2¢,x—20,y—2¢,z2-}¢,=0,
und da ¢§-0 sein muss, so kann man auch c¢=1
setzen. Vergleicht man diese Form mit 1), so sieht
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man, dass ¢, ¢, ¢, (bezw. ¢, [c...) die Koordinaten des
Centrums und ¢, =a'4b*--c¢*—r?, d. h. OM*—r’,
d. h. die Potenz des Nullpunkts (bezw. ¢,/ c).

8§ 15. Tangentialebene, Polarebene.
Die Gleichung 33) zeigt, dass jede Gerade die
Kugel hochstens in 2 Punkten schneidet; liegt der

Punkt P{x, ... auf der Kugel, so ist K (x,...)=0,

eine Wurzel von 3%) ist O, was evident, da PP =0
ist; wenn aber auch noch der Koeffizient von 4 ver-
schwindet, so sind beide Wurzeln Null, und die Ge-
rade hat nur P mit der Kugel gemeinsam, auch der 2.
Schnittpunkt fillt auf P, die Gerade ist eine
Tangente.. Da in der Gleichung: « (x,—a)+....=0
das Zeichen ¢ durch x—x, ersetzt werden kann, wenn
x einem beliebigen Punkt der Geraden angehért, und
entsprechend g durch y—y,; ¥ durch z—z, (§ 5), so
geniigen die simtlichen Punkte aller Tangenten der
Gleichung

4) (x— o) (xo—a')+(y Yo) (yo—b)+(z_zo) (z —c)=0,
welche infolge von 11 iibergeht in

5) (x—8)(xg—8)H(y—b)(y,—b)+{z—0)(a,—0)—r'=0

Dies ist die Gleichung einer Ebene, die simtlichen

Tangenten erfiilllen also eine Ebene, die Tangential-
ebene, deren Gleichung ganz analog gebildet wird,
wie die der Tangente des Kreises T. 1 S, 63.

Iet @) ux,+vy,+wz—1 die Glelohung eines
Punktes P {xo .. ouf der Kugel, so sind u,v, w,
die Koordinaten seiner Tangentialebene, wenn
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u=2A4(x;—a); v=A2A(y,—b)..
wo A durch @) bestimmt wird, Es ist
au4bvicw—1=—r*ji,
gomit A*=r—4N* wenn N=au-+}bvtcw—1.
Es ist u*+ v? 4w = A*r*=N*r?:r* oder
6) (au+bv 4 cw—1)=r? (u*+ v* 4 w?).

Dies ist die uns schon bekannte Gleichung der
Kugel in Ebenenkoordinaten, welche ausdriickt, dass
die Tangentialebene vom Centrum den Abstand des
Kugelradius hat, sie ist wieder der betreffenden Kreis-
gleichung ganz analog.

Die Kugel ist also eine Fliéche 2, Klasse,

Ist die Tangentialebene u, v, w gegeben, so er-
hilt man fiir den Beruhrungspunkt

u r‘u
7 X, —8=_=-—g ...

Sei P { ux -4 vy,4wz —1=0 ein beliebiger-

Punkt P { X, .... und u, v, W, irgend eine durch ihn

gehende Tangentialebene der Kugel, x, ., . ihr Beriih-
rungspunkt. Da zwischen den Gréssen u, v, w 2 Gleich-
ungen bestehen, die des Punktes und die der Kugel
— 6), 8o gibt es eine einfach unendliche Schaar von
Tangentialebenen der Kugeln durch den Punkt P und
somit eine einfach unendliche Schaar von Beriibrungs-
punkten, Wir haben fiir die Beriihrungspunkte: 7) die
Gleichungen des Punktes P und ¢) also

Alx, (x,—8)+F...]—1 ——0 und aus a)

A [xo (xo_a')‘l' ]_1 -
somit: (x,—x,)(x,—a)+...=0, oder da x, ... auf der
Kugel . .
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8) (x,—a)(x,—8)+ (v,—b) (y,—b) + (z,—¢) (3, —©)

—r*=0,
d. h, aber: Alle Beriithrungspunkte liegen in
einer Ebene, und da sie zugleich auf der Kugel
liegen, so liegen sie auf einem Kreise. Die Ebene 8
hat wieder genau dieselbe Gleichung wie
die Tangentialebene (T. 1 8. 64), nur dass an
Stelle des Beriihrungspunktes der feste Punkt getreten
ist; wir nennen sie die Chordale oder die (harmonische)
Polare des Poles P; ihre Richtungskosinus sind pro-
portional (x,—a)..., also steht sie auf M P senkrecht.
Ist P, =M, soist 8): —r*=0, d. h. die Polarebene
des Mittelpunkts ist die unendlich fernme
Ebene, Die Polarebene ist stets reell, gleichgiltig, ob
die Tangentialebenen durch P reell sind oder nicht,
d. h. ob die Gleichung von P und die der Kugel in
Ebenenkoordinaten vereinbar sind oder nicht. Die Be-
dingung der Realitdt ergibt sich, wenn man 6) in die
Form bringt: au4-bv+4ew—1=ru, wo
=T,
subtrahiert man dann die beiden Gleichungen, so er-
hélt man
(x,—8)u+(y,—b) v (z,—0) w=rp,
und wenn man durch u dividiert
(x,—a) cosa-}- (y,—b)cos g -} (3,—c) cosy =r,
wo ¢ gy die Richtungswinkel der Ebene u, v, w sind;
dividiert man durch M P oder d, so sind (x,—a)/d...
die Richtungskosinus der Geraden M P, also ist die
linke Seite der Cosinus des Winkels zweier Geraden
und muss als solcher < 1 sein; d. h, aber d = r, wie
bekannt.
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Die Gleichung 8) ist symmetrisch in Bezug auf
x, .. und x, ..., daraus folgt, dass die Polarebene von
X, ... durch x, ... geht, d. h.: Bewegt sich ein
Punkt auf einer Ebene, so dreht sich seine
Polarebene um den Pol jener Ebene und um.
gekehrt :

Dreht sich eine Ebene um einen festen
Punkt, so bewegt sich ihr Pol auf der Polar-
ebene jenes Punkts.

Ist die gegebene Ebene in Axenkoordinaten u v w
gegeben, so findet man durch dieselbe Rechnung, welche
die Koordinaten des Beriihrungspunktes gab, genau
dieselben Ausdriicke fiir die des Pols:

ur’
xl)—a=—' N ------ ’

.wo N wieder au-4-bvJcw—1 bezeichnet.

Die Ausdriicke zeigen, dass, wenn Ebenen durch
Eine Gerade gehen, auch ihre Pole auf Einer Geraden
liegen, und v. v. Sei die erste Gerade bestimmt durch

zwei ihrer Ebenen &, {u, und e, { 4, ..., deren Pole

P, [x, ...und P, {x, veoy 86L& {u,..einedritteEbene

des Biischels u. P, {x, . . ihr Pol, so ist u, = L—d, ees

1—-4
iN,
WO = N
1

also: Bilden die Polar-Ebenen ein Biischel,
8o bilden die Pole eine Punktreihe und v. v.



64 Die Kugel.

Die Geraden, welche Triiger des Biischels und der
Reihe sind, kann man konjugierte nennen, da sie sich
dual entsprechen. Wenn A das Zeichen wechselt, so
wechselt es auch % und v. v,, d. h.: Bilden die
Ebenen ein harmonisches S8ystem, so bilden
es die Pole desgleichen und v. v,

§ 16. Kugel und Kugel, Kugelkomplex, Kugelschaar.

Seien K, =0 und K; =0 die Gleichungen zweier
Kugeln, ihre Kombination liefert die Schnittlinie. Das
System K, =0; K, =0 ist { dem System K, 4K, =0,
K,—K, =0, die letztere Fliche ist aber eine Ebene,
somit ist die Schnittkurve zweier Kugeln ein Kreis,
der sich auf einen Punkt reduzieren kann und auch
imaginir werden kann. '

Wenn x ... iiber jedes Mass gross werden, redu-
ziert sich die Form K auf

9) x?4-y'+z'=0. ,

Diese Gleichung hat, wenn x yz als beliebig
variabel betrachtet werden, nur eine reelle Losung
x=0'y=0 z=0 und stelll also als reelle Fliche eine
Punktkugel um den Nullpunkt dar. Ldsst man
aber, wie in der ‘Algébra, auch imaginire Lisungen zu
nnd ordnet diesen eine eigene (Fattung uneigentliche
Raumpunkte i imaginére zm, und ist P{x, Y, z eine
solche, 8o ist Ax, Ay, Az ebenfalls eine Lésung, d. h.
die ganze Gerade OP liegt auf der Fliche, sie stellt
daher einen imagindren Kegel — Kugelkegel —
dar, dessen. (reeller) Scheitel der Nullpunkt ist. Die
Gleichung der Kugel lésst sich schreiben
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x*+y'+2'—2ax—2bx—2¢x | (a’+b*f-c*—1?);

a'J-b*4c'—r? ist die Potenz p des Nullpunkts in Be-
zug auf die Kugel. Aus der Form 9) ist das Centrum
der Kugel verschwunden, alle Kugeln verschmelzen also
im Unendlichen mit dem imaginiren Kugelkegel, dessen
Schnitt mit der unendlich fernen Ebene Konstans =0,
dem Ort der unendlich fernen Punkte ein imagindrer
Kreis ist, man kann also sagen: Alle Kugeln gehen
durch denselben imagin&ren Kreis im Un-
endlichen,

Die Form K = x*+y*} 2’ —2ax—2by —2¢z-}p=0
hat vor der friiheren manche Vorziige, und abep
sind eben so gut Koordinaten der Kugel, wie a, b, ¢, r.
Zun#ichst soll der Winkel bestimmt werden, unter dem
sich 2 Kugeln K und K, schneiden. Man hat:

2rr,cosp=r*tfr*—MM,*=a’4..—p-a’

+...—p,—(a—a)"...
2rr cosp=2(aa, +bb, +cc,—-%(p+pl))-
Insbesondere ist die Bedingung dafiir, dass 2

Kugeln sich rechtwinklig (normal, orthogonal) durch-
schneiden (cosp =0):
10) aa, +bbl+ccn—% @®-+p)=0.

Diese Formel kann man auch direkt ableiten: durch
die Bemerkung, dass in diesem Falle die Potenz des
Centrums M, in Bezug auf die Kugel K gleich r,*, d. h.
a,*+b 4, *—2aa —2bb, —2¢cc,+p=a,*+b, *4-c,*—p,,
woraus 10) unmittelbar folgt.

Denken wir uns in 10) a; bic; p; fest, a, ....
"variabel, so stellt 10) alle o® Kugeln dar, welche die

81im on, Analytische Geometrie des Raumes. 5
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gegebene Kugel K { a. ... p normal schneiden, sie bil-
den, da ibre Koordinaten durch eine lineare (leichung
gebunden sind, einen linearen Komplex. Sei:

11) 4, al+d‘lbl +dsct+dgpx +d5=0
irgend eine lineare (leichung zwischen den variablen
Koordinaten einer Kugel, so kann man sie auf die

Form 10) bringen, indem man setzt:
d - cem 4 .
B=—2—d:, b—-—-gd—‘, c——éT‘, P—+2—a;, also:
Der lineare Kugelkomplex () besitzt
stets Eine Kugel, welche alle Kugeln des
Q2 normal schneidet; sie heisst die Hauptkugel
(Normal, Orthogonal) des Komplex.

Ist d, =0, so geht die Hauptkugel in eine Ebene
(Plankugel) tber. Die Form 11) ist{der Form 10)
und diese vereinfacht sich, wenn man den Nullpunkt in
das Centrum der Hauptkugel legt und geht dann iiber in

118) p, = — p = Konstans, also:

Der lineare Kugel-Komplex ist die Ge-
samtheit aller Kugeln, welche in Einem
Punkt dieselbe Potenz haben,

Die konstante Potenz p (wo p jetzt fiir —p ein-
tritt) ist gleich dem Quadrat des Radius ¢ der Haupt-
kugel; ibr Centrum hat in Bezug auf sie selbst die
Potenz —p* oder —p, sie gehdrt also nicht zum Q,
ausser wenn ¢ bezw. —p =0, d. h. wenn sie zur Punkt-
kugel wird, dann besteht der Komplex aus den ao®
Kugeln, welche durch O gehen.

Ist p d.i. o' negativ, so wird die Orthogonalkugel
imaginér, ihr Centrum, der Kern des Komplex,
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liegt innerhalb jedér Kugel; im entgegengesetzten Fall
liegt der Kern ausserhalb aller Kugeln.

Zum Komplex gehdéren Punktkugeln, d. h. Kugeln,
deren Radius r gleich Null ist, ihre Centren geniigen
also der Gleichung
: a,’+b,*+o *—p=a’+b +c, —o'=0.

In Worten:

Die Punktkugeln des Komplex bestehen
aus den Punkten der Normalkugel.

Die Ebenen des Komplexes erhalten wir, wenn wir
die Koordinaten der Kugel in der Form '
al . bl i cl pl
IR A I
denken, und nach Multiplikation mit d diese Zahl gleich
Null setzen, dann riickt der Mittelpunkt ins Unendliche
und der Radius wird auch unendlich, Fiir diese
Ebenen, die Plankugeln des Komplex, gelten

dann die Gleichungen
—2a'x—2b'y—2¢’z+p’=0, und da
B —p=¢" d b p'=0,
8o haben wir fiir sie
2a’x+2b'y+2¢’2=0
als Gleichung der oo®fachen Ebenen oder Plankugeln
des Komplexes. Die Gleichung wird durch O [ 0...
fiir jedes Wertsystem a’.. erfiillt, d. h. also:

AllePlankugeln des Komplex schneiden

sich im Kern,

Seien K, [a,l b, ¢, p und K, {a., b,c, p 2 Kugeln
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des Komplex, so hat die Ebene ihres Schnittkreises die
Gleichung _

K, —K,=2(a,—a,)x+2(b,—b,)y +2(¢,—c,) =0,
sie geht also daurch den Nullpunkt, d. h. den Kern des
Komplexes, Allgemein, wenn K, =0 und K, =0 die
Gleichungen zweier beliebigen Kugeln sind, ist K, —K,=0
die Gleichung ihrer Schnittebene, sie sagt nach § 14
aus, dass jeder ihrer Punkte in Bezug auf beide gleiche
Potenz hat; umgekehrt, hat ein Punkt P gleiche Potenz,
so ist K =K,, d h. K,—K;=0. Die Schnitt-
ebene ist also der Ort der Punkte, welche
in Bezug auf beide Kugeln gleiche Potenz
haben, sie ist zugleich: Potenzebene. Sie ist als
Potenzebene stets reell, gleichviel ob der Schnittkreis
reell, auf einen Punkt zusammenschrumpft, oder ima-
ginér ist; jeder ihrer Punkte kann zum Kern eines
Komplex gemacht werden, dem beide Kugeln angehéren.
Ist K,—K, =¢, 8o ist dies die Gleichung einer Ebene,
welche der Potenzebene parallel ist, also:

Verschiebt man die Potenzebene parallel, so er-
leidet die Differenz der Potenzen fiir alle Punkte die
gleiche Aenderung. Die Potenzebene steht auf der
Centrale (Axe) der Kugeln senkrecht und teilt sie so,
dass die Differenz der Quadrate der Abschnitte gleich
der Differenz der Quadrate der Radien ist. Sind
K; K,; K,; drei Kugeln, so sind K,—K,; K,—K,;
K,—K, die Formen ihrer Potenzebenen und da identisch

X, —K)+(K,—K,)+ X,—K,)=0
so gehoren die 3 Potenzebenen dreier Kugeln zur
selben Schar, oder:

Die3 Potenzebenenvon 3 Kugelnschnei-
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den sich in Einer Geraden, der Potenzaxe.
Daraus folgt:
Die 4 Potenzaxen von 4 Kugeln schnei.
den sich in Einem Punkt, dem Potenzpunkt.
Die Sitze erleiden eine Ausnahme, wenn

—_ A
K, = ]—g—i——_:i‘—, dann ist
K,—K,=4(K, —K,),

d.h. die 3 Potenzebenen fallen in eine Ebene zu-
sammen, also wenn:
K,=K, —K, =0

schneiden sich die 3 Kugeln im selben
Kreise, sie gehdren zu einer S8char, 4 heisst
der Parameter der Schar; ist K,=K, —K, 4’ und
A+ A =0, 8o bilden die 4 Mittelpunkte ein harmo-
nisches Punktsystem und man sagt, die 4 Kugeln
bilden ein harmonisches Kugelbiischel.

Seien jetzt K, und K, zwei Kugeln des Kom-
plexes, M, und M, ihre Centren; bei der vélligen Will-
kiir von a’b’c’ einerseits und a, — a, andererseits ist
es erlaubt, »a’=u (8, —a,) ... zu setzen. Seien K|
und K, zwei andere Kugeln, deren Centren auf M, M,
liegen, so ist

a —a, 4 a —a, A
e SR L

A2
LR ks gy sy cpy s Gl Vel Cant VEl
Also:

Alle Kugelndes Komplex, deren Centren
in Einer Geraden, schneiden sich im selben
Kreis, bilden eine S8char. Jede Plankugel

und es wird
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kann als Potenzebene je zweier Kugeln an-
gesehen werden, deren Centrale auf ihr
senkrecht steht. Die w®fache Menge der
Kugeln des Komplex schneiden sich in der
w*fachen Menge seiner Plankugeln.

SBeien K, .K,.K, drei Kugeln des Komplex,
welche nicht zur selben Schar gehéren. Das System
. K, =0, K,=0, K,=0
ist { dem System

K,=0, K, - K, =0, K, —K, =0,
d. h, also:

8 Kugeln, welche nicht zu Einer Schar ge-
horen, schneiden sich in zwei Punkten, welche
auch zusammenfallen, und auch imaginir werden kdnnen.

Gehoren die 3 Kugeln zum Komplex, so geht die
Schnittgerade der beiden Ebenen des Systems als Po-
tenzaxe durch den Kern; also:

3 Kugeln des Komplex, welche nicht zur
selben Schar gehdren, schneiden sich in einem
Punktpaar, das mit dem Kern in Einer Geraden
liegt. .

Sei AB ein solches Paar, so ist nach dem Potenz-
satz OA . OB =p=¢? wo ¢ der Radius der Haupt-
kugel, schneidet AB diese Kugel in H, und H,, so
werden A und B durch H, und H, harmonisch
getrennt. Auf jedem Strahl, der von O ausgeht,
jedem Kernstrahl, giebt es zu jedem Punkt A einen
entsprechenden Punkt B, so dass OAOB =g Ist
A{x..., und B{xl «vs 80 ist x, = OB cos @, wenn a
der betreffende Richtungswinkel von OA ist, also
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_0OBx _xp
% =0A ~OA* "
und ebenso umgekehrt

P
l
*=0B """

Jede Komplexkugel, welche durch A geht, geht durch
B u. v.v., denn wenn K{a, b, ¢, p die Kugel durch
A und OA=r, OB=r,, so ist

2,3
Lp '+...—2ax‘p ..+ p=0, oder

4

rl rl
b
% x’+y*+z%4...=0, da aber
x4y '+z =r? so ist
3
{———29.1{1 —I—p—-O

oder durch p dividiert und mit r, multipliziert und
umgekehrt geschrieben:
x*+y '+3z° —2ax, —2by, —2¢z,+p=0

Die Punkte auf dem Strahl OA bilden eine
involutorische Punktreihe oder kurz eine Involution
und zwar sind 2 Fille zu unterscheiden, je nachdem
@’ positiv oder negativ ist. Im ersteren Falle ist ¢ und
damit die Hauptkugel reell; sie schneidet AB zwischen
A und B und in der Verlingerung, die Punkte H, und
H, sind reell, sie heissen die Hauptpunkte der
Involution, und die Involution selbst hyper-
bolisch. Ist ¢® negativ, so ist die Hauptkugel, und
damit H, und H, imaginér, die Punkte A und B liegen
zu verschiedenen Seiten von O, die Involution ist el-
liptisch. Ist die Hauptkugel reell, so schneiden sich
2 Komplex-Kugeln, deren Centren auf Einem Kern-
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strahl liegen, nicht; dann kann man wie in T.1, 8. 68
Kugeln konstruieren, welche denselben imaginiren
Schuittkreis haben; und dann schligt man um jeden
Punkt P die Komplexkugel, indem man von P an die
Hauptkugel der Tangente zieht; im Innern der
Hauptkugeln liegen dann keine (reellen)
Centren,

Ist die Hauptkugel imaginir, oder p=— ¢, so
tritt an ihre Stelle als Vice- (Haupt-) Kugel die
Kugel um den Kern O mit Radius g, sie gehért selbst
zum Komplex und wird daher  von allen Kugeln
des Komplex in einem Gréssten Kreis (Kugel-
gerade) geschnitten., Man schligt dann um P die
Komplexkugel, indem man auf PO einen senkrechten
Radius der Vicekugel zieht, und sein Ende mit P ver-
bindet; hier ist jeder Punkt Centrum einer (reellen)
Komplexkugel.

§ 17. Die Inversion.

Man kann auf die Zuordnung der Punkte A und B
durch die Relation OA . OB = p = o eine geometrische
Verwandtschaft, d. h. Zuordnung von Figuren griinden,
welche von grosser praktischer Bedeutung geworden
ist. A und B heissen dann ein Paar inverser
Punkte (T. 1, § 35), es ist zweckmissig, das Punktpaar
mit A A, ete. zu bezeichnen. Dann ist unmittelbar
klar, dass wenn p positiv, die Inversion: #ussere,
die Hauptkugel, die jetzt Inversator heisst, sich
selbst in der Weise entspricht, dass jeder Punkt mit
seinem entsprechenden zusammenfillt; ist p negativ,
die Inversion: innere, so wird die Vice-Kugel
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zum Inversator, auch sie entapricht sich selbst, aber so
dass jeder Punkt seinem entsprechenden diametral
gegeniiber liegt. Jede Kugel, des @ entspricht sich
ebenfalls selbst, wie auch jeder Kreis, in dem sich
2 Kugeln des 2 (also alle auf ihrer Centrale), schnei-
den, sich selbst entspricht.

Sei K{ &... ® eine beliebige Kugel, P {x v
einer ihrer Punkte, dann ist nach dem vorigen §

P {x, «v. WO
X .
x, =6_PI)T(OP gei r; OP, =r,) und

x= t‘—?, also geht K iiber in
0

xlf—l,)...-l-n=0, oder in

1

2,2
AP —2a
rl
8
r,' — 2ax, %:——...—}-—p”—=0, d. h
8.1) Die inverse Fliche einer Kugel K
ist wieder eine Kugel K.
2
Die Koordinaten von K’ sind also @ % .o %;
die Centren M und M’ liegen mit dem Kern daher
(Proportionalitdt der Richtungsfaktoren von OM und
OM) in Einer Geraden, sie sind nicht inverse Punkte,
aber da
oM _ o _# _ 7 _ P
OM ¢« 8  y — m
so ist, wenn wir die Radien der Kugeln R und R’
nennen :
oM/
OM

Rl

= i‘, d. h.
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Satz 2) Der Kern (T.1. Centrum) der In-
version ist Aehnlichkeitspunkt fiir je zwei
inverse Kugeln.

(Aeusserer, wenn p und = gleiches Zeichen, innerer,
wenn sie entgegengesetztes Zeichen haben.)

Ist # =0, d.h, geht die Kugel K durch O, so
riicken Centrum und Radius von K'‘ ins Unendliche,
d. h. K’ wird zur Ebene.

8.3) Die inverse Fldche einer Kugel
durch den Kern ist eine Plankugel.

Die Gleichung dieser Ebene ist

X, +ﬂy1 +7zx "% =0,

d. h. ihre Richtungsfaktoren sind denen des Strahls OM
proportional, also:

S.4) Die einer Kugel durch den Kern,
Kernkugel, inverse Plankugel ist parallel
der Tangentialebene der Kernkugel im
Kern.

Der Fusspunkt F;, des vom Kern O auf die Plan-
kugel gefillten Lotes ist (§ 7) {% .. d.h

8.6) Der Fusspunkt des vom Kern auf
die Plankugel gefillten Lotes ist invers
zum Schnittpunkt dieses Lotes mit der in-
versen Kugel.

Da die Inversion auf Gegenseitigkeit beruht (T. 1,
S. 156), so gehort zu jeder Ebene oder Plankugel als
inverse Fliche eine Kernkugel. Jedem Kreis (als
Schnitt zweier Kugeln) entspricht wieder der Kreis,
in welchem sich die inversen Kugeln schneiden. Jeder
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Geraden, als Schnitt zweier Ebenen, entspricht wieder
ein Kreis als Schnitt zweier Kernkugeln, also ein Kreis
durch O, wie schon daraus folgt, dass O allen un-
endlich fernen Punkten, und somit auch denen
der Geraden invers ist.

Sei w ein linearer Kugelkomplex, dessen Kern
nicht O ist, seine konstituierende Gleichung sei (10) in
der Form:

(10) aa...——%(n—i—k):O.

N
Es waren die Koordinaten der « ...z inversen

Kugel @, ...n, wo

2 2
o, =al .m =L alsoa=a f. c.on=Eodert=E
1 P 1 » 1 =, 3
somit P 1 (pt
aal—P‘—l-...-—?(;l'—*-k)——O,

aalp-l—...——%(p’—l-kn:‘)=0;somit

2
1) et — 5 (m+E) =05 in Worten:

8.6) Einemlinearen Komplex entspricht
invers wiederum ein linearer Komplex, und
zwar sind die Hauptkugeln selbst entspre-
chende Kugeln, die Potenz der Inversion
ist mittlere Proportionale zwischen den Po-
tenzen der Komplexe (denn der Vergleich zwischen

2
10) und 12) ergiebt a, = a% o k= Bk—)

‘Wie man in der Ebene durch 2 Paare inverser
Punkte, welche nicht in Einer Gteraden liegen, einen
Kreis legen konnte, der im Kern die Potenz der In-
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version hat, so kann man im Raum durch 3 Paar in-
verser Punkte, welche nicht auf Einer Ebene liegen,
eine Kugel legen, welche im Kern O die Potenz der
Inversion hat; daher liegen zwei inverse Kreise (wenn
sie nicht in Einer Ebene liegen, in welchem Falle der
Kern in dieser Ebene liegt), auf Einer Kugel; die
Inversionsstrahlen bilden einen (graden oder schiefen)
Kreiskegel und man hat den Satz:

8.7) Ein Kreiskegel, welcher eine Kugel
in Einem Kreise schneidet, schneidet sie
auch in einem zweiten Kreise.

Die auf 8. 156, T. 1 gegebenen Sitze bleiben mit
der fiir den Raum nitigen Erweiterung bestehen.

Wir sagen, dass 2 Flichen ¢ und F sich im Punkt P
beriihren, wenn sie in P eine gemeinsame Tangential-
ebene (§ 11) haben. Dieser Ebene 2 entspricht dann
invers eine Kernkugel x, welche die inversen Flichen
¢, und F, in P, dem inversen von P, berithrt, wie
aus der Eindeutigkeit und Gtegenseitigkeit der inversen
Beziehung sofort erhellt, Haben die 2 Flichen in P
einen gemeinsamen Punkt, und sind ¢ und e ihre Tan-
gentialebenen in P, so entsprechen diesen 2 Kernkugeln
durch P, deren Tangentialebenen in O den Ebenen &
und e parallel sind (8atz 4). Die Tangentialebenen an
die Kugeln in P, sind, wie eben bemerkt, zugleich die
der Flichen ¢, und F, in P, und da 2 Kugeln, wegen
der Kongruenz der Dreiecke aus den Radien und
der Centrale sich iiberall unter demselben Winkel
schneiden, so schneiden sich auch die Flichen ¢’ und F’
unter demselben Winkel wie die Flichen ¢ und F;
wir haben somit den wichtigsten Satz der Inversion:
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8.8 Zwei beliebige Fléchen oder Li-
nien schneiden sich in jedem gemeinsamen
Punkt unter demselben Winkel, wie ihre
inversen Fléchen im inversen Punkte.

Hieraus folgt sofort:

S.9) Einem unendlich kleinen Tetraeder
entspricht wieder ein unendlich kleiner Te-
traeder mit den gleichen Winkeln der Fli-
chen und Kanten (denn im Dreikant bezw. sph.
Dreieck bestimmen die Winkel die Seiten) oder:

Jedem unendlich kleinenTetraeder ent-
spricht invers ein kongruent- oder sym-
metrisch-dhnliches.

Da wenn der Hauptkreis reell die inversen Punkte
an derselben Seite des Kern liegen und stets, je niher
der eine dem Kern, desto weiter der andere, so tritt
Fall 2 bei positiver, Fall 1 bei negativer Potenz ein.

DieInversion, auch Kreisverwandtschaft
(M5bius) oder Transformation daurch rezi-
proke Radien (Liouville) genannt, ist daher
eine winkeltreue oder konforme Abbildung
des Raumes auf sich selbst, ja sie ist in ge-
wissem Sinne die einzige; da die #hnliche Abbildung
oder Abbildung im veriinderten Massstab durch 2 In-
versionen desselben Punktes vom selben Kern aus er-
setzt werden kann. Ist OA,OA, =p und OA,OB, = q,
8o ist

OA, p
0B, — g

Die Aehnlichkeit ist #ussere, wenn beide Potenzen

gleiches Zeichen haben, sonst innere.
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Von der Inversion macht man Anwendung in der
Theorie der héheren Kurven (vgl. T. 1 Cissoide und
Lemniscate) und Flichen, in der Potentialtheorie, in
der Maschinenbaukunst zur wirklichen Geradfiihrung,
und in der Kartenzeichnung bei der sogen. ,Stereo-
graphischen“ Projektion. Nimmt man O auf der Erd-

Fig. 11,

kugel an und projiziert sie durch einen von O aus-
gehenden Strahlenkegel auf eine Ebene ¢ parallel der
Tangentialebene an die Kugel in O, so ist damit eine
Abbildung durch Inversion gesetzt, sobald O mit der
Potenz OFOF, = - p ausgestattet wird (Fig. 11), wo

-
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F der Fusspunkt des von O auf ¢ -gefillten Lothes,
F, der Endpunkt des von O ausgehenden Durchmessers
ist; denn sind P und P, ein Paar entsprechender
Punkte, so sind OPF und OP,F, ~, da OPF als
Peripheriewinkel auf dem Halbkreis ein Rechter, also
OP OP, = OF OF, = p.

Die Meridiane verwandeln sich dann in Kreise
durch die dem Nord- und Siidpol N und S entspre-
chenden Punkte N, und 8,, die Parallelkreise in Kreise,
welche jene rechtwinklig durchschneiden. Man erreicht
dadurch, dass alle Winkel auf der Karte richtig
bleiben, d.h. denen der entsprechenden Linien auf
der Erde gleich sind. Die Radien der inversen Meri-
diane wechseln, dem Meridian durch O selbst entspricht
die Gerade N, 8, ; fillt O mit N zusammen, so werden
die inversen Meridiane zu einem Strahlenbiischel durch
8, und die Parallelkreise zu konzentrischen Kreisen
um 8.

Alle diese Sitze sind synthetisch ent-
wickelt von Reye in seiner leider wenig ver-
breiteten synthetischen Geometrie der Kugeln.
Leipz. 1879.

IV. Abschnitt.

Die Fliachen 2. Gerades und 2. Klasse in
allgemeiner Behandlung.

§ 18. Die homogene Gleichung 2. Grades mit 4 Variabeln.

Die Kugelgleichung war sowohl in Punkt- als
Ebenenkoordinaten quadratisch; die Kugel gehort daher
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zu den Flichen 2. Grades und 2. Klasse. Flichen,
(§ 11), von denen nicht mehr als 2 Elemente zu einer
Geraden gehéren, wenn wir als Element der Fliche
2. Grades einen ihrer Punkte, als Element der Fliche
2. Klasse eine berithrende Ebene ansehen. Wir be-
wiesen schon in § 11 allgemein, dass bei einer F'liche
n. Grades, F* nach Reye (Geometrie der Lage), nicht
mehr als n-Punkte auf einer Gteraden liegen, und bei
einer Fliche n. Klasse ¢® nicht mehr als n-Ebenen sich
in einer Geraden schneiden. Es ist
1) a,r*+2a,rs}+2a,rt+2a,rta, s"+2a, st
+ 23,84 a,t"+2a,t4a,=0

die allgemeinste Form einer Gleichung 2. Grades in
3 Variabeln; wir machen die Gleichung homogen durch
Einfiithrung einer Hilfsvariabel, indem wir setzen
sl
—s'_u

Sollen r. .. Punktkoordinaten bedeuten, so schrei-
ben wir dafiir x,y, z, und setzen s, ... gleich x, . ..;
wird fir x, dann 1 gesetzt, so ist x=x,; y=x,;
z=x,. Sollen r,s,t, Ebenenkoordinaten bedeuten, so
schreiben wir dafiir u, v, w, wenn es Axenkoordinaten
gind; die allgemeinen Ebenenkoordinaten sind homogen
und werden dadurch gekennzeichnet, dass fiir s gesetzt
wird ¢, ist ¢," 4 ¢," + 0," =1, so haben wir Hesse'sche
Koordinaten.,

Durch Einfilhrung der Hilfsvariabel geht 1) iiber
in die bequeme Form 2) Jajrsisy=0
wo ajx = agi und die Indices § und k der Reihe nach
die Werte O bis 3 durchlaufen. Die linke Seite von 2)
heisst homogene Form 2.Grades und werde mit G*

r=—: =—‘~; =
SS
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bezeichnet; werden durch die s-Punktkoordinaten aus-
gedriickt, so ist @*=0 die allgemeine Gleichung der
Fliche 2. Grades, die wir wmit Reye (Geometrie der
Lage) F* nennen, liefern die s Ebenenkoordinaten, so
ist G*=0 die Gleichung einer Fliche 2. Klasse: ¢*
nach Reye; zusammenfassend sagen wir G*= 0, stelle
ein Gebilde 2. Ordnung G* dar.

Die Form 2) enthilt 10 Konstanten, da aber die
Gesamtheit der Systeme s,..., welche die Gleichung 2)
erfiillen, sich nicht #ndert, (kurz: die Valenz der
Gleichung ungeiindert bleibt) wenn man mit einer Kon-
stanten multipliziert, und nicht alle a, ja sogar nicht
alle Koeffizienten a,, 8,, a,, 8,, 8,, 8,, verschwinden diirfen,
80 kann man durch einen von ihnen z, B. a,, dividieren
und die Form 2) hiéngt also nur von den 9 Quotienten
ab. Bezeichnet man allgemein ein Wertsystem der s,
welches die Gleichung 2) erfiillt als Element des
Gebildes (* so sieht man, dass im allgemeinen die
Form durch 9 Elemente und damit auch das Gebilde
G? durch 9 seiner Elemente bestimmt ist, da aus 9
linearen Gleichungen im allgemeinen die 9 Quotienten
berechnet werden kdnnen als Funktionen der 9 Wert-
systeme s’ ... bis 8° ... Also: 8. 1) Eine F?
bezw. ¢* ist durch 9 ihrer Punkte bezw.
Ebenen im Allgemeinen bestimmt.

Sind 8 Elemente von G* gegeben, so kann das 9.
beliebig gewihlt werden, und es giebt unzihlige Ge-
bilde G* welche dieselben 8 Elemente besitzen. Man
erhilt dann zur Bestimmung der 9 Quotienten 8 lineare
Gleichungen und kann dann 8 durch den 9. ausdriicken,
Nehmen wir an, wir hiitten durch a,, dividiert und be-

Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 6
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zeichnen Mk mit bjy dann kann man z. B. die 8
00

ersten Quotienten durch den letzten by, ausdriicken,
und es ist bjx="S1k+S‘1xb;, Wo die S ganz bestimmte
Funktionen der 8 gegebenen Elemente s sind, also
ganz bestimmte Zahlen, wir erhalten also

G_:@E 6*(8)+b,, G* (S und G'=0{G’(c) +1G’(d)}-

Wenn wir Sjx mit ¢ix und 8%k mit djx, und by,
mit 4 bezeichnen, wo 4 jeden beliebigen Wert haben
kann,

Es sind aber G*(c)=0, @*(d)=0 die Gleichungen
zweier (Gebilde 2. Grades C und D, diese haben zu-
niichst die 8 gegebenen Elemente gemeinsam, wie man
sieht wenn man A =0 setzt, aber ausserdem noch un-
ziihlig viele andere, welche eine einfach unendliche
stetige Menge bilden, die als Schnittgebilde von
C und D bezeichnet wird. Fiir jedes Element des
Schnitts wird aber nach G*(a)==0, d. h. G*(a) stellt
- ein Gebilde dar, das den Schnitt von G*(d) und G* (c)
enthilt (durch den Schnitt hindurchgeht): also

S. 2). S8oll das Gebilde G* durch 9 seiner
Elemente hestimmt werden, so diirfen die 9
Elemente nicht auf dem Schnitt zweier Ge-
bilde 2. Grades liegen.

8. 8). 2 Gebilde, welche 8 Elemente ge-
mein haben, haben unzihlig viele andere,
die des Schnittgebildes, gemeinsam,

Da ein Produkt zweier Formen ersten Grades
auch eine Form 2. Grades ist, so kann es vorkommen,
dass z. B. g'(c), d. h. die Form von G*(c) gleich
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H’K’ ist wo H'=0 oder K'=0 ein Gebilde erster
Ordnung, also entweder eine Ebene oder einen Punkt
darstellen, dann ist

@'(8)=G"(b)+ A H'K'=0
die Gleichung des Gebildes G*, dies enthilt die Ele-
mente, welche den Gebilden G;[(,b)= _T)-o und diejenigen,
G*(b)=0

K'=0

welche gemein sind.

Umgekebrt ist klar, dass, wenn die zwei Gebilden
G*(a) und G*(b) gemeinsamen Elemente einem Gebilde
erster Ordnung H’=0 angehdren, G*(a)= G*(b)
+ AH’'K’ sein muss: Also

8. 3). Zwei Gebilde 2. Grades, deren Schnitt
einem Gebilde 1. Grades angehdrt, besitzen
noch einen 2. SBchnitt der einem 2. Gebilde
1. Grades angehdrt.

Die beiden Schnitte und damit die beiden Gebilde
ersten Grades kdnnen zusammenfallen, so dass G*(a)
= G*(b)+ 4 (H*)% denn zihlt man diesen Schnitt dop-
pelt, und sagt, dass G'(a) und G*(b) sich in diesem
Schnitt beriihren.

Ist G* eine F* so ist H'=0 eine Ebene & der
Schnitt ist, wie man erkennt, wenn man eine Koordi-
natenebene parallel der Ebene ¢ annimmt, ein Kegel-
schnitt (eine Kurve 2. Grades, C* nach Reye). Ist
@* eine @° so ist H’ =0 die Gleichung eines Punktes
P, das Bchnittgebilde wird gebildet von der Gesamt-
heit aller Ebenen der ¢!, welche durch den Punkt P
gehen (und Tangentialebenen an die ¢* sind), sie bil-
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den den Tangentenkegel von P an die ¢* Also
spaltet sich Satz 3 in:

8. 3%). Zwei F' welche einen Kegel-
schnitt gemeinsam haben, haben noch einen
zweiten Kegelschnitt gemeinsam,

8. 3Y). Zwei ¢*, welche einen Tangenten-
kegel gemeinsam haben, haben noch einen
zweiten Tangentenkegel gemeinsam.

Da ein Kreiskegel eine F'* ist, weil er von keinen
Geraden ausserhalb in mehr als 2 Punkten geschnitten
wird, so war der Satz von der Kugel ein Beispiel
zu 39). '

Es braucht nicht erst bemerkt zu werden, dass
einer oder beide dieser Schnitte auch imagindr werden
konnen.

Sind von den Elementen des Gebildes G* oder
G (a) 7 bekannt, so kann man 9 der Quotienten durch
zwei von ihnen ausdriicken und erhilt, wie vorhin

'@ { @' )+ 2G*(9)+4 6" (d).

Man sieht, dass zu G*(a) alle Elemente gehdren,
welche B, C, D gemeinsam sind, dies sind zuniichst
die 7 gegeben, wie man sich iiberzeugt, indem man
und u zuerst beide Null setzt, dann 4 allein, aber
ausserdem noch ein 8te®8 das im allgemeinen von den 7
verschieden ist, da 3 Gleichungen 2. Grades, wie die
Algebra zeigt, 8 gemeinsame Ldsungen haben. Also

S. 4. Zwei Gebilde zweiter Ordnung,
welche 7 Elemente gemeinsam haben, haben
auch noch ein durch die 7 bestimmtes 8tes
Element gemeinsam. -
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Die Form von D kann wieder das Produkt zweier
Formen ersten Grades sein, oder wie man sich aus-
driickt, das Gebilde D kann in zwei Gebilde erster
Ordnung H‘ und K’ zerfallen, dann haben B, C
und H’ vier Elemente, B, C und K’ auch 4 Elemente
gemeinsam. Der Schnitt zweier Gebilde 2. Grades
wird von einem Gebilde ersten Grades, das nicht ganz
zu ihm gehort, in 4 Elementen geschnitten. S8ind die
@ebilde zweiter Stufe F*’s, so ist H’ eine Ebene, sind
sie ¢ so ist H,’ ein Punkt, im ersten Fall nennt man
den Schnitt der F's eine Raumkurve, im zweiten
Fall, eine geradlinige oder Regelfliche, von
der Raumkurve liegen nicht mehr als 4
Punkte auf einer Ebene, beider Regelfliche
gehen nicht mehr als 4 ihrer (Tangential)
Ebenen durch einen Punkt, beide Schnittgebilde
nennt man daher vom 4. Grade.

§ 19. Polare.

Sei

G=Zaks8k=2,,8,"+ 28, 8,8 +2a,8,8,
+a,8°'4+.....=0
als Gleichung des Gebildes G gegeben; jedes Wert-
system der Variabeln heisse Element des Gebiets, und
wenn es die Gleichung 1) erfiillt, so heisst es Element
des Gebildes; es wird kurz mit s bezeichnet, soll das
Element hervorgehoben werden, so setzen wir statt
G: G (s).
Schon in § 4 ist bewiesen, dass
2) G (s+5)=G(s)+2 Tar' G (s))+ G (&)

wo
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3) Gl(“):aioso-'_alx 8 +a1,s,+a1.s.=2kau 8k
(2 G (8y) heisst die Ableitung von G (s) nach s;).

Die Form Xs’G(s;) sowie jede dquivalente heisst
Polarform P (s G) des Pol(elements) s’ fiir die
Form @; sieht man darin s’ als gegeben, s als variabel
an, 8o ist P (8’ 3)=0 ein Gebilde erster Ordnung
und heisst die Polare von &’ in Bezug auf das Ge-
bilde G =0.

Es ist G(s+48’)=G (8’+5s) und somit

4) P('Q)=I81G'(81)= 286G (31) =P (5,8)
ferner war (§ 4)
5) I8 G’ (s1) =G (8).

Aus 4) folgt sofort:

8. 5). Gehort das Element s zur Polare des
Poles 8‘, so gehtrt das Element s’ zur Polare des
Element s.

Aus 5) folgt ebenso schnell:

8. 6). Liegen Pol und Polare in einan-
der, so gehért der Pol zum Gebilde G und
umgekehrt.

Bestimmen die Variabeln Punkte oder kurz ist
das Polelement ein Punkt, so ist die Polare
eine Ebene, deren Koordinaten G’(sj) sind; ist das
Polelement 8 eine Ebene, 8o ist die Polare ein
Punkt dessen Koordinaten G‘(s;) sind, also

S. 7. Pol und Polare sind stets von ent-
gegengesetzter (reciproker) Beschaffenheit.

Dieser Satz legt es nahe, diese Beziehung zu be-
niitzen, um zwischen Punkt und Ebenenkoordinaten zu
wechseln, indem man G‘(8;)=ojsetat; also setzt:
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6) 890 8y + LY + Bog B, + 8938, =0,
8,81 a,8 +a,8+a,8=0
8y 8, 8y, 8, +8,, 8,18, 8=0,
Byq By 18y, 8, 8,8, 8y, 8, =0,
ein System von 4 homogenen linearen Gleichungen.

Das System 6) gestattet im allgemeinen die s um-
gekehrt durch die ¢ auszudriicken, und man erhilt

7) si=ay,0,+ oy, 0, +ay,0,+ai,0,=H' (o)
wo die a Funktionen der ajx sind, die alle denselben
Nenner A haben. Nur wenn A = O ist, ist die Umkeh-
rung der Beziehung zwischen den s und ¢ nicht ge-
stattet, dies kann nur eintreten, wenn die 4 Glei-
chungen 6) miteinander unvereinbar sind, d. h. wenn
eine der G (s5) schon durch die 3 anderen bestimmt ist,
also A =0 ist eine Gleichung zwischen den Koeffi-
zienten ayx, welche aussagt, dass wenn 3 der G“(s;)=0
sind, die Vierte es von selbst ist. Ist A =0, so soll
die Form und das Gebilde G uneigentlich ge-
nannt werden,

Ist die Grundform G eigentlich, so gehdrt zu jeder
Form H (8) eine Wechselform H (o), und zu jedem
Gebilde H(s) =0, ein Wechselgebilde H (0)=0.
Die Gebilde H und § sind im allgemeinen verschie-
den, aber von gleicher Ordnung, nur in verschiedenen
Raumelementen; sind sie identisch, so miissen Pol und
Polare in einander liegen, also

8. 8). Das Gebilde G ist sein eigenes
Wechselgebilde I

8. 9). Ist ¢ die Polare zum Pol 8 in Bezug
auf G, so ist 8 die Polare zum Pol ¢ in Bezug
auf I
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Man erhdlt H und damit Satz 8 und 9 wenn man
5) in der Form schreibt 2sj0;=0=J0;H’(¢1), und
damit zugleich

8. 10). Die Wechselform einer Wechsel-
form ist wieder die urspriingliche Form,

§ 20. Das Tangential-Element.

Es seien 8’ und s zwei Elemente des Gebiets
der 8, dann nennt man den Komplex aller Elemente
8{81+4s", wo 4 von — o bis 4o lauft die Ge-
rade 8‘8%, wenn noch festgesetzt wird, dass fiir
A+ o Element s=s" sei. Setzen wir in G (8) diese

Werte fiir s; ein, so giebt 2) wenn s zum Gebilde G
gehoren soll

8) G()=G()+24P(s's*)+A4*G(s“)=0.
Dies ist fiir 4 eine quadratische Gleichung, also

8. 11). Ein Gebilde 2. Ordnung hat mit
einer Geraden ausser ihr nicht mehr als
2 Elemente gemeinsam,

Eine F* wird von einer Geraden ausser
ihr in nicht mehr als 2 Punkten geschnitten.

8. 12. Eine F* wird von einer Ebene in
einem Kegelschnitt geschnitten.

Eine ¢* wird von einem Punkt in einem
(Tangenten) Kegel 2. Grades geschnitten,

Ist s auf G, so ist G (s’) =0 und eine Wurzel 4
der Gleichung 5), wie vorauszusehen, ist Null; ist aber
auch P (ss) =0, d. h. liegt 8 auf der Polaren
zu ¢, auf der &, weil zu G gehorig, ebenfalls liegt, so
wird auch die 2. Wurzel 4 zu 0, der zweite Schaitt-
punkt der Geraden 8‘S” (kurz g) fallt mit ¢ zu-
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sammen, die Gerade g heisst dann Tangente
in 8. Die Polare zu einem Element s des
Gebildes G ist also der Ort aller Tangenten
an G in &. Als solche heisst sie: Tangentiale.
Die Tangentiale lisst noch eine zweite Auffassung zu.
Wenn As” unter jedes Mass klein, so verschwindet
A*G* (8") gegen A.

Ist &’ ein Element von @,s’-} As” irgend ein be-
nachbartes, so ergiebt 8) P (s'4s") =0, und wenn man
A8 beliebig variabel setzt, also 48" =s,, 8o ist dies
die Gleichung der Polaren von s/, der also alle s’ be-
nachbarten Elemente von G geniigen, wie bereits im
§ 11 8. 49 pachgewiesen. Wir formulieren:

8. 13. Alle Tangenten in einem Punkt s’
einer Fliche F? liegen auf einer Ebene, der
Tangentialebene an F? in #/, welche zugleich
die Polare (Ebene) von & ist.

S. 14. Alle Tangenten in Einer Ebene &’
einer Fliche ¢' liegen auf Einem Punkt,
dem Beriihrungspunkt, weleher zugleich
Polare (Punkt) von s ist.

8. 15. Eine eigentliche Fliéche 2. Grades
istzugleicheine(eigentliche)Fliche2 Klasse
und umgekehrt.

Es kann vorkommen, dass ein Element s keine be-
stimmte Polare besitzt; dies tritt ein, wenn P (so)
identisch verschwindet, d. h. alle G‘ (s;) gleich Null
sind, da dann nach 5) auch G (8) verschwindet, so liegt
ein solches Element stets auf G, und ist durch 4
homogene lineare (Hleichungen bestimmt, die 4. muss
also von selbst erfiillt sein, es muss also zwischen den
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Koeffizienten die Gleichung A =0 herrschen, dies Ge-
bilde G muss ein uneigentliches sein, und es giebt im
allgemeinen nur ein solches Element s, das wir
Doppelelement nennen. Verschwindet ausser P (s’s*)
in der Gleichung 8) noch G (s*), d. h. liegt ausser dem
Beriihrungspunkt noch ein Element des Gebildes G auf
der Tangente, so verschwindet 8) identisch, d. h. es
liegt die ganze Tangente in &’ auf G. Man sieht, dass
jede Gerade durch ein Doppelelement entweder ganz
in G liegt, oder mit G ausser dem Doppelelement kein
Element gemeinsam hat; das erstere tritt ein, wenn die
Gerade ein Element von G mit dem Doppelelement
verbindet. Also:

8. 16. Eine F* mit einem Doppelpunkt
ist eine Regelfldche (geradlinige Fliche), deren
simtliche Gerade durch den Doppelpunkt
hindurchgehen, sie heisst Kegel 2. Grades,
der Doppelpunkt Spitze.

8. 17. Alle Tangentialebenen des Kegels
gehen durch die Spitze, jede Ebene durch
die Spitze schneidet den Kegel in einem
reellen oder imaginiren Kegelschnitt mit einem Doppel-
punkt, d. h. in zwei Geraden,

8. 18. Eine ¢°miteiner Doppelebene ist
eine Regelfliche, deren simtliche Gerade
auf der Doppelebene liegen; die simtlichen
Beriihrungspunkte liegen auf der Doppel-
ebene und bestimmen einen Kegelschnitt

Es kann vorkommen, dass G noch ein zweites
Doppelelement besitzt, s und s/, dann sieht man so-
fort, dass auch 8’4 A48 ein Doppelelement, d. h. das
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Gebilde besitzt eine Doppelgerade und reduziert
sich bei Punktkoordinaten auf 2 sich schneidende
Ebenen, bei Ebenenkoordinaten auf 2 Punkte, Riickt
die Spitze des Kegels ins Unendliche, so nennt man
den Kegel: Cylinder.

Die uneigentlichen F® sind also: XKegel,
Cylinder, System 2 Ebenen, Doppelebenen; die uun-
eigentlichen ¢*: Doppelebene, unendlich ferne
Ebene, System 2 Punkte; (Doppelpunkt).

§ 21. Pol und Polare.

Sei jetzt s’ ein beliebiges Element, s ein zweites
und s }4s die Verbindungsgerade; die Grosse 4 ist
wenn wir 8/, und s, als 1 ansehen, das Teilungs-
verhiéltnis der Strecke s’s, wenn wir den Begriff
Strecke hier im erweiterten Sinne beniitzen, so dass er
auch den Winkel zwischen s und s’ bedeuten kann.
Zwei Elemente 4 und A’ auf s’ s heissen wieder har-
monisch, wenn A4 A‘=0Q ist. Fiir die Schnitt-
elemente von s‘s mit G gilt die Gleichung

8) 2'°G*(s)+24P(ss)+ G(s) =0,
sie ergiebt fiir 4
9) A=— —GT%(P (88) + )P (8s)— G (s) G(#).

Die Grosse unter der Wurzel ist selbst eine
quadratische Form K in Bezug auf s; K =0, das Ge-
bilde K, liefert die Gesamtheit aller von 8’ an G ge-
zogenen Tangenten. Das Element s’ gehort selbst zu
K, da P(s’s’) =G (s) ist (5) und ist ein Doppel-
element, da K'(s)=P(ss) G'(s/)—G'(s) G (&) fiir
s=¢' identisch verschwindet; fiir die Beriihrungselemente
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selbst ist G(s) =0, also ist fiir sie zugleich K =0 und
G =0, d.h. auch P(ss)=0. Wir haben die Sétze:

8. 19. Die Tangenten von einem Punkt
an eine F? bilden einen Kegel (2. Grades),
den Tangentenkegel, der die F* lings eines
Kegelschnitts beriihrt.

8. 20. Die Beriihrungspunkte liegen auf
der Polaren des Punktes.

[Die Tangenten von (in) einer Ebene an eine ¢*
bilden diese Ebene, welche die ¢* in einem Kegel-
schnitt beriihrt, die Beriihrungsebenen liegen
auf dem polaren Punkt der Ebene.]

Die Gleichung 9) zeigt, dass, wenn s auf der
Polaren von s/, (also auch 8’ auf der Polaren von s),
die beiden Werte des 4 entgegengesetzt sind. Also:

S. 21. Pol und Polare werden durch das Gebilde
harmonisch getrennt.

Die Polare heisst daher auch: harmo-
nische Polare.

Sei jetzt s irgend ein Element auf s’s’, o seine
Polare, so ist
s=s8'+ 48" 0 =0's, =G (s)+ 4G (s") = 0,'+ 10"
oder:

Bewegt sich ein Pol auf einer Geraden,
so bewegt sich seine Polare ebenfalls auf
einer Geraden.

Diese Geraden heissen reziproke Polaren.

Bei der Bewegung bleibt das Teilungsverhiltnis 4
intakt, also: .

Vier harmonischen Polen entsprechen vier
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harmonische Polaren, die Triigergeradenbeider
Systeme sind reziproke Polaren.

Wir bezeichnen die Gerade der Pole mit g und
die der Polaren mit y.

Es sind durch die Polaritit zngeordnet Punkt
und Ebene, Gerade und Gerade. Jedem Punkt auf
einer Gteraden ist der Punkt zugeordnet, in welchem
seine Polare die Gerade schneidet, jeder Ebene, welche
durch eine Gterade geht, ist die Ebene durch die Ge-
rade zugeordnet, welche den Pol enthilt, man kann
daher die Gerade ebensogut als Raumelement ansehen,
wie Punkt und Ebene, und diese Geometrie, welche
von Plicker und Kummer begriindet, von Reye und
Sturm ausgebaut ist, heisst Liniengeometrie,

Wenn die beiden reziproken Polaren g und y sich
in einem Punkt schneiden, so liegen sie auch zugleich
in Einer Ebene und umgekehrt, wir kdnnen dann sagen,
sie besitzen ein Verbindungselement s. Dann liegt s
auf g, und somit geht seine Polare ¢ durch y, also auch
durch 8, der Pol s fillt also in seine Polare, d. h.
s gehdrt zum Gebilde G. Nimmt man irgend ein
Element vom Charakter der s auf y, es sei A, so liegt
A auf der Polaren von 8/ und s, seine Polare geht
also durch s’ und s, d. h. die Polare « von A geht
wieder durch g, und somit ist die Bezeichnung ,re-
ziprok* gerechtfertigt, und zugleich folgt, dass die
Polare ¢ des gemeinsamen Elements 8 auch durch g

_geht, d. h. die andere Verbindung von g und y ist
die Polare von s, d. h. die Tangentiale, und g und y
sind Tangenten:

Zwei sich schneidende reziproke Polaren
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sind Tangenten, ihr Schnittpunkt ist ein
Punkt der durech das Gebilde G gesetzten F?*
ihre SBchnittebene Ebene der zugehdrigen ¢*.

Zur Vereinfachung kénnen wir jetzt festsetzen,
dass die Variabeln s Punkte, die Variabeln ¢ Ebenen
bedeuten, denn die Formen G (s) und I'(¢) stellen ein
und dieselbe Fliéche dar, abwechselnd aufgefasst als In-
begriff ihrer Punkte oder (beriihrenden) Ebenen, und
es ist jetzt leicht, zu zeigen, dass, wenn die Form
G (s) eigentlich, die Form I'(0) desgleichen und umge-
kehrt. Jeder eigentlichen Fliche 2. Grades kommen also
auch die Eigenschaften der eigentlichen Fliche 2. Klasse
zu, und man kann beide zusammenfassen in den Begriff:
Fliche 2. Ranges oder Quadric und die Hauptsitze
z. B. formulieren:

Bewegt sich der Pol auf einer Ebene, soc
bewegen sich die Polaren um einen Punkt,
den Pol jener Ebene und v. v. (8. 5).

Bewegt sich der Pol auf einer Geraden g,
so dreht sich die Polare um eine Gerade 7,
und bewegen sich die Pole auf y, so drehen
sich ihre Polaren um g,

g und y heissen: reziproke Polaren.

Der Sohnittpunkt 8 zweier reziproken
Polaren ist ein Punkt des Quadrics, die sich
schneidenden selbst sind Tangenten an den
Quadric in S, und ihre Ebene ist die Tangen-
tialebene. ‘

Zwei konjugierte Punkte werden durch
den Quadric harmonisch getrennt.
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Zwei konjugierte Ebenen werden durch
den Quadric harmonisch getrennt,.

Ausfiihrlicher: Legt man durch die Schnittgerade
zweier Tangentialebenen eine Ebene ¢ uud die Ebene
7 des Biischels durch den Pol von &, so werden & und
7 durch die Tangentialebenen harmonisch getrennt.

Nimmt man auf einer Sehne A B einen beliebigen
Punkt P und konjugiert zu P den Punkt Q der Punkt-
reihe auf der Polarebene von P, so werden P und Q
durch die Endpunkte der Sehne harmonisch getrennt.

§ 22. Geradlinige Quadric.

Seien g und y zwei sich in 8 schneidende rezi-
proke Polaren, zieht man in der Ebene (g, y), der
Tangentialebene in 8, eine beliebige Gerade, die nicht
durch 8 geht, so wird sie g und y in A und a und
die Fliche G=0 in B und C schneiden; die Linien
BS und CS sind daun Tangenten, und da sie in 8
schon zwei zusammenfallende Punkte mit der Fliche
gemeinsam, so haben sie alle Punkte mit der Fliche
gemeinsam, wie Gleichung 8) auch zeigt, aus der 4
ganz herausfillt, wenn G(s)=0, P (s's”)=0 und
G(5)=0, d. h. wenn die Tangente mit der
Fliche noch einen Punkt ausser dem Beriih-
rungspunkt gemeinsam hat, so liegt sie
ganz auf der Fliche.

Die Tangenten SB und SC liegen also ganz auf
der Flaoche.

Die Tangenten SB und SC sind sich
selbst reziproke Polaren, denn die Polarebene
jedes Punktes auf 8B geht durch 8B und eben-
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dasselbe gilt fiir SC, sie heissen Haupttangenten,
Da die Punkte A¢BC auf einer Geraden n liegen
und S8« in der Polarebene von A (wie umgekehrt S A
in der Polarebene von a), so sind nach Satz 21 die
Punkte AaBC vier harmonische Punkte, ihre
Polarebenen schneiden sich in einer Geraden » und
bilden ein harmonisches System (8. 21), und n und »
sind reziproke Polaren. Die Gerade v ist keine Tan-
gente, weil n keine Tangente ist, sie schneidet die
Fliche also ausser in S noch in 8’ dann sind S‘A
und S‘B Haupttangenten, [Tangenten, weil in der
Polarebene eines Flichenpunkts und durch den Pol
gehend, ganz in der Fliche, weil ausser dem Beriih-
rungspunkt noch einen Flidchenpunkt enthaltend]. Will
man also im beliebigen Flichenpunkt 8 die Haupt-
tangenten konstruieren, so verbindet man S mit einem
andern Flachenpunkt S‘, konstruiert in S und S’ die
Polar- (Tangential-)Ebenen, indem man durch 8 bezw.
S‘ zwei Schnittebenen legt und an die entstehenden
Kegelschnitte in 8 bezw. 8’ die Tangenten zieht; die
Polarebenen schneiden sich in CB, welche die Fliche
in B und C schneidet, so sind 8B und S8C. die Haupt-
tangenten,

Zieht man in der Ebene (gy) irgend eine andere
Gerade, welche nicht durch S geht, und die Fléche in
B’ und C/, g und y in A’ und o, schneidet, so liegen
B’ und C’ wieder auf den Strahlen SB und SC, denn
die Ebene (gy) schneidet, wie jede andere Ebene, die
Fliche G =0 in einem Kegelschnitt, und dieser kann
in nicht mehr als 2 Gerade zerfallen; es giebt also
durch 8 nur die beiden Haupttangenten, Also:
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Satz 22: Durch jeden Punkt S einer (eig.)
Fliche 2. Grades gehen2 Tangenten, welche
gansz in der Fliche liegen. Jedes Paar rezi.
proker Tangenten in 8 wird durch die
Haupttangenten harmonisch getrennt.

Die Haupttangenten konnen reell oder imaginiir sein.

Satz 23: Sobald eine einzige Haupttan-
gente existiert, existieren alle, und der
Quadrioc ist eine Regelfliche.

Denn zunichst geht durch jeden Punkt 8 der
einen Haupttangente h noch eine zweite, da die Tan-
gentialebene in S aus der Fliche einen Kegelschnitt
ausschneidet, der h als Bestandteil entbilt, also auch
eine 2. Gerade h’ ebenfalls enth#lt. Legt man durch h und
einen beliebigen Punkt 8’ der Fliche eine Ebene, so
schneidet sie die Fliche in einem Kegelschnitt, der h
als Bestandteil enth#lt, also noch eine zweite Gerade
durch 8’ enthillt, es existiert also in jedem Punkt 8’
die eine Haupttangente, also auch die zweite. Die
erste durch S’ gehende schneidet h, die zweite muss
dann kreuzen, weil sonst der Schnittkegelschnitt in
drei Gerade zerfallen miisste, was er nicht kann. Also:

Durch jeden Punkt eines geradlinigen
Quadric gehen 2 Gerade, welche 2 Scharen
bilden, so dass jede Gerade der einen Schar
alle Gerade der andern schneidet, wiéhrend
sich 2 Gerade derselben Schar kreuzen,

Die Form G kann man fiir die geradlinige Kegel-

fliche a priori bestimmen. Sei g{u | v, d.h. uund v

die Gleichungen 2 Ebenen durch g, und h { u, |v,, und
S1mon, Analytische Geometrie des Raumes. 7
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g und h schneiden sich nicht, d. h. u;v; u;v,; ver-
schwinden nicht gleichzeitig, so muss G =0 sein, so-
bald u und v zugleich verschwinden und uw, und v,;
1. h. also (von einem konstanten Faktor abgesehen)
st G=uv, —vu,

Die Form #ndert ihre Valenz nicht, wenn man 0
in der Form A u, v, — A u, v, addiert, und geht dadurch
iiber in (u+ A1,)v, —u, (v4 Av,), woraus man sieht,

dass G verschwindet, wenn gleichzeitig :ijg‘:g
g .

Diese Gleichungen stellen zwei Ebenenbiischel dar,
welche so aufeinander bezogen sind, dass jeder Ebene
des einen Biischels die Ebene gleichen Wertes des Pa-
rameters im anderen Biischel entspricht. Solche Biischel
heissen projektiv, die zugeordneten Ebenen konjugiert.
Also:

Die Regelfliche F* ist der Ort der
Schnitte konjugierter Ebenen zweier pro-
jektiver Strahlenbiischel. _

Man siebt sofort, dass 2 Schnittgeraden der beiden
Biischel sich nicht schneiden kdnnen, denn wenn gleich-

zeitig ut2u,=0 v+av,=0
u+tpu, =0 v4uv,=0
so miissten gleichzeitig uu, vv, =0, d. h. g und h sich
schneiden, G hitte dann, wie man sofort sieht, im
Schnittpunkt einen Doppelpunkt, wiire also ein Kegel.
Da man zur Form G ebensogut Avv, —Avv, ad-
dieren kann, so sieht man, dass G auch

{(u—{—,?.v)vl —(u,+4v,)v,

d. h, aber es liegt auf der Fliche noch eine
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2. Schar Gerader, die entsprechenden Schnitte
der projektiven Ebenenbiischel u- A‘v=0,
u +4v, =0,

Fiir eine solche Schnittgerade bestehen diese beiden
Gleichungen und es giebt auf ihr einen Punkt, in dem
sie von einer Ebene des ersten Biischels getroffen wird,
fir den also z. B. u4Au, =0, dann ist fiir diesen
Punkt u=—21u,, —Awy +1v=0; Ay, +2ar'v,=0,
also A/ (v+2av,)=0; v4av, =0, d. h, aber:

Wenn drei dieser Gleichungen erfiillt sind,
so ist es die 4. von selbst, oder:

Jede Gerade der einen Schar wird von
jeder der anderen geschnitten.

Da jede Gerade ihre eigene Tangente, so
muss die Ebene durch zwei sich schneidende
Geraden die Tangentialebene im Schnittpunkt
sein.

§ 23. Die Reye’schen Axen.

Wir kénnen auch die anderen Resultate des vorigen
Paragraphen durch die Rechnung bestitigen.

8’ {s’o ... und s* { 8, ... waren 2 beliebige Punkte o

und o ihre Polarebenen, dann ist
g{ 8428 y [ o+ upo* (in Ebenenkoordinaten).

Fiir den Schnittpunkt von g und y ist
P(s'+2rs",8)=0 und P(s’4-18%,5*)=0, d. h.

10) G(s)+ 1P (s's)=0

A G(s“)+ P (s'8)=0.

Soll also ein Schnittpunkt existieren, so muss A=2

sein, d. h, P*(ss)=G(s') G (s*), d. h. nach 9)



100 Die Flichen 2. Grades u. 2. Klasse in allg. Behand.

8* auf dem von s’ ausgehenden Tangenten-
kegel und v. v. oder: g muss eine Tangente sein.
Die Koordinaten des Beriihrungspunktes sind dann
Ll “
zu entnehmen aus S{s’—I%(:“))i und man sieht ohne
weiteres dass G (8)=0. (§ 21; 8.)

Soll g sich selbst reziprok, also mit y identisch
gein, 80 muss 4 aus dem G(leichungssystem 10) heraus-
fallen, d. h., es muss gleichzeitig G (s’), P (s’s") und
damit auch G (8“)=0 sein, d. h. die ganze Gerade g
liegt auf der Fliche, Dass auch y eine Tangente ist,
folgt aus der Betrachtung der Form I', welche sich

1
von G nur um eine Konstante unterscheidet (T)

und wenn IT (00‘) so aus I' abgeleitet wird, wie P aus
G, so sieht man, dass IT (¢0’) sich um dieselbe Kon-
stante von P (ss’) unterscheidet, so dass also die Be-
dingung P? (s’ s*) = Gt (') G (s“) sofort die Bedingung
II* (o ") = I'(0) I' (o) nach sich zieht.

Man kann die Gleichung von y in gewdhnlichen
Punktkoordinaten fast ohne Rechnung ableiten, ein
x'—d4x"

1 — l_o [NY)

Die Richtungsfaktoren. von

Punkt von y ist S dessen Punktkoordinaten

__P('s*) _ G(s)
wo x= G(") ~ P(s's")
£ erhilt man aus der Bemerkung, dass wenn £ die
Koordinaten des unendlich fernen Punkts eine Gerade
§:m:5=cosa:cosg:cosy.

[ Boweis 52 =T =200, _L3)-
CO8 ¢ cos g co8 y _—_—
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aro x _y __ 3]
und wennx, y, z iiber jedes Mass gross ona 08 i —coa7 7_}

Der unendlich ferne Punkt auf y ist ein den
Ebenen o’ und ¢ gemeinsamer, wir erhalten ihn, wenn
wir in den Gleichungen fiir ¢/ und 0/ die Koordinate
8, =0 setzen und s,;s, ;8,; endlich lassen, alsdann ist

8,0, +8,0, 45, o/;=0
8,018, ‘7“1 8,0, =0.

Das System ist uns schon 8. 26 u. begegnet, es giebt
8,:8,:8, =Xx:y:z=[¢, ¢* ]:[¢, 0" ]: [, 0, ¥]
=oosa:cosf:cosy wo [ap] wieder a 83— ba bedeutet,
also [¢, 0" ]=0", 0", —0' 0", wenn also &, 7/, {’, die
Koordinaten des Schnittpunkts 8 sind, so ist die

Gleichung von y
y SoEoy—w_ a—b
[, @ :] AN CATN
Da g{ x—xx’ ;,,_yy, =,.. so ist die Beding-
ung, dass g und y (welcbe ja 8 gemein haben) zusammen-
fallen, die Proportionalitit der Richtungsfaktoren also
[#48%] _[s'8%] _ (5]
CCANCAZA RN
und man iiberzeugt sich leicht, dass dies System mit
dem der Gleichungen G (8)=0, G (8')=0; P (s's)=0
identisch,

Ist g keine Tangente, so ist es auch y nicht, aber
bei der Ableitung der Richtungsfaktoren haben wir
von dieser Bedingung gar keinen Gebrauch gemacht,
somit gilt die Gleichung 11) fiir je 2 reziproke Polaren,
wenn unter & ,.. die Koordinaten eines beliebigen
Punkts von y verstanden werden, insbesondere ist die
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Bedingung, dass 2 reziproke Polaren aufeinander senk-
recht stehen.

12) [, 8%] [, o] +.....=O0.

Die Linien g und y besitzen stets eine gemein-
schaftliche Senkrechte t, und Ebene (ty) steht auf g,
Ebene tg auf y senkrecht, der Pol von (ty) liegt auf g
der Pol von tg auf y, somit kann man auch sagen:
Eine Gerade g, welche auf ihrer reziproken Polaren
senkrecht steht, ist das vom Pol auf die Polare (Ebene)
gefillte Loth, sie heisst nach Reye: Axe, und der
Komplex der Axen ebenfalls nach Reye: Axen-
komplex. Da zu jeder Ebene in Bezug auf eine ge-
gebene (eigentliche) F'* ein Pol gehéort und stets durch
den Pol eine Senkrechte zur Polaren, so stellt der
Axenkomplex eine w®*fache Menge von Ge-
raden dar. Liegt der Pol in der Fliche, so liegt er
in seiner Polaren und die Axe, deren Pol er ist, steht
auf der TangentialebeneimBeriihrungspunkt
senkrecht, es ist die Normale. Da die Rich-
tungsfaktoren der Tangentialebene im Punkte s’ gleich
7,39, ;0 sind, so ist die Gleichung der Normalen,
wenn x’, y’, z/, die Punktkoordinaten des Beriihrungs-
punktes sind: : ‘

x—x' y—y z—2z
13) 0’0 - all _ a”

Ist x’... ein beliebiger Punkt, der als Pol eine
Axe genommen wird, fo ist seine Polare o’ und hat
zu Richtungsfaktoren ehenfalls o' ;... also ist die
Gleichung jeder Axe, wenn die Koordmaten ihres Pols
gegeben sind
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x—x y—y z—2z
138) - = v =

Man sieht, wie die Gleichungen der Tangential-
ebenen und der Polarebenen von derselben Form und
sich nur dadurch unterscheiden, dass der gegebene
Punkt fiir die erstere auf der Fliche liegt, so hat man
ebenfalls den Satz:

Die Gleichungen der Normalen und der
Axen sind von derselben Form, und unter-
scheiden sich nur dadurch, dass der Pol
fiir die Normalen auf der Fliche liegt.

Die Normalen gehéren zu den Axen und bilden
innerhalb der Axenkomplex eine Menge oo*- Stufe.

Wenn die Normalen in zwei Flichen-
punkten A und B sich schneiden, so ist AB
auch eine Axe,

denn ihre reziproke ist die Schnittlinie der beiden
Tangentialebenen in A und B und steht als solehe auf
der Ebene der beiden Normalen und somit auch auf
A B senkrecht.

Eine Linie einer Fldache, deren benach-
barte Normalen sich schneiden, heisst eine
Krimmungslinie, also

die Tangenten an eine Kriimmungslinie
einer F? sind Axen.

Die den Axenkomplex definierende Gleichung 12
ist vom 2, Grade in den Koordinaten der Linie, der Axen-
komplex ist also ein Linienkomplex 2. Grades, die
Gleichung ist ferner in den Koordinaten 8“ (bezw. s‘)
vom 2. Grade, sie zeigt, dass der Ort der s“ eine
Flache 2. Grades ist, wenn s’ gegeben, also ein Kegel
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mit der Spitze 8. Man sieht ohne weiteres, dass wenn
gie von s’ und s“ erfiillt ist, sie auch von s’ und
8’ + As* erfiilllt wird. Man kann dies auch direkt
zeigen,

Sei S der Punkt, so geht durch ihn zunichst die
Axe g, fiir welche 8 der Pol ist, die zugehérige Polar-
ebene sei o, es gehe durch 8 eine zweite Axe g’ mit
dem Pol S/ und Polarebene ¢/, dann ist die Schnitt-
linie  von ¢ und ¢’ diereziproke von g/, und »’
steht auf der Ebene (gg’) —e— senkrecht. Wiirde
nun in der Ebene ¢ noch eine 3. Axe durch 8 liegen,
g“, so miisste y* auch .auf der Ebene e senkrecht
steben, es miissen sich aber y, 7/, ¥ im Pol von &
schneiden, es miisste also der Pol von ¢ im Un-
endlichen liegen. Dann ist jede Gerade t
in ¢ eine Axe, denn ihre reciproke muss durch den
Pol von ¢ gehen, also der Linie y parallel sein, d. h.
auf der Ebene ¢ und somit auch auf t senkrecht stehen.
Verbindet man dann den Pol mit einem Punkt N dieser
Ebene, welche Gerade die Flache in B und C schneidet,
go werden B und C durch N und den unendlichfernen
Pol harmonisch getrennt, d. h. N ist die Mitte von
BC, welches als Parallel zu ¥y auch auf & senkrecht
steht, d. h.

die Ebene s ist eine Symmetrieebene der
Fléche,

Sieht man also von Symmetrieebenen ab, so kann
das Axenbiischel durch 8 von einer Ebene nur in
2 Geraden geschnitten werden, es ist also ein Kegel,
der im Falle, dass seine Spitze auf einer Symmetrie-
ebene liegt, in zwei Ebenen zerfillt,
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V. Abschnitt.
Kegel und Cylinder.

§ 24. Kegel.

Das Auftreten des Tangentenkegels und Axen-
kegels zwingt den Kegel, als den wichtigsten Fall einer
uneigentlichen F?, genauer zu betrachten.

G (8)=0 sei die Gleichung des Kegels, seine Spitze,
d. h. der Punkt, fiir welchen alle 4 G‘(s;) verschwin-
den, seiS{s‘. Wir verlegen den Nullpunkt nach 8,

nehmen also an, dass S nicht im Unendlichen, also s,
g
nicht O, dann haben wir zu setzen: %(d.i. x)=?-+%
oder * ’
sy=ri8’,+8ir, w0 i=0, 1, 2
8,=08', -} 81, ; also:
G(8)=8" G(r,;r,; 1,; 0)F2r,8, P(ra)4r*, G(s")
G (s°) ist O; P(rs)=r,0',+r, &, +r, 0 41, &, iden-
tisch Null, somit:
G(8)=s8" G(r,r,r,0) und 8, nicht O:
()@ (rr,1,0):
Verlegtmanden Nullpunkt in die Spitze
des Kegels, so verschwindet die Koordi-
nate 8, es bleiben nur die Glieder 2. Dimen-

sion in den Punktkoordinaten mit unver-
anderten Koeffizienten,
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Wir schreiben jetzt G (r,r,r,0)=0 in der Form

14) K (s)=a8,,8% 128, 8,8, +28,,8,8 +8a,,s"
+2a,8 8,a,8", =0 oder kurz K (s)=Tajx s sx wo
jetzt Index i und k nicht mehr den Wert 3 erhalten.

Die Gleichung 12) ist also identisch mit
der allgemeinen Gleichung der Kegelschnitte
in homogenen Koordinaten, man sieht wie
eng der Kegel mit den Kegelschnitten zu-
sammenhingt, die Rechnung bleibt dieselbe
nur die Interpretation &ndert sich.

Die Gleichung 14) bleibt bestehen, wenn die s mit
dem gemeinsamen Faktor A multipliziert werden, d. h.
also: wenn ein Punkt P auf dem Kegel liegt,
so liegen alle Punkte der Geraden SP auf
dem Kegel. (Fig. 12).

Da K (8) eine quadratische Form ist wie G (s)
nur von 3 Variabeln s, s, 8,, so bleiben alle Sitze,
die auf den Eigenschaften der quadratischen Form be-
ruhen, bestehen, insbesondere die ganze Lehre von
Pol und Polare, welche sich somit zugleich auf die
Kegelschnitte iibertrigt (diese Uebertragung hitten wir
allerdings auch schon dadurch leisten kénnen, dass wir
durch einen Punkt als Pol eine Ebene legen, welche
die F* schneidet).

Es ist wenn s’ den Pol bedeutet:

143) P (88’) =8, (890 8%+ 8y, 8, + 85 8%)+. ..
=s.o".+810'1+820',
und die Polarebene des Pol s, fiir welche P (ss’) =0,
hat die Koordinaten:
9,3;9,;05:0.
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Die Gleichung 14%) der Polarebene (und Tangen-
tialebene wenn s’ auf dem Kegel) wird fiir jedes s/,
also fiir jeden Pol durch die Koordinaten der Spitze
0, 0, 0, sg erfiillt, und damit ist durch Rechnung der
Satz bewiesen:

Alle Polarebenen eines Kegels gehen durch die
Spitze.

Fig. 18.

Da die Menge der Ebenen, welche durch Einen
Punkt gehen, eine w *fache (zweifach unendliche, d. h.
o . o fache) ist, wiihrend die Zahl der Pole, d.i. der
Punkte des Raumes eine oo ®fache ist, so muss zu o
vielen Punkten dieselbe Polarebene gehéren und dies
zeigt sich dadurch, dass 142) erfiillt bleibt, wenn man
Asy statt sy setzt, d. h.:
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Alle Punkte, welche auf einer Geraden
durch die Spitze liegen, haben dieselbe Polar-
ebene.

Alle Punkte des Kegels auf derselben Ge-
raden durch die Spitze — Kante — haben die-
selbe Tangentialebene.

Um die reziproke Form x von K zu erhalten,
d. h. die Gleichung des Kegels in Ebenenkoordinaten,
miissen wir die Gleichungen

15) o, =8, 8,1 a,, 8 - a,
0, = 8, o+a‘u |+‘u
O, = B4y 8, 18,8, 18,85 6,=0
nach den s auflésen, dies giebt:
@i 8, + @18 + a,5
a. )
wo «,, die uns schon bekannte Grosse (S.29), (der
Koefﬁz1ent von ¢, in der Form I'(0)):
00( 11 ll u')+am( 13 0’ 01 a”)
8y, (85, 3y — 843 8,).
Die Auflésung ist also nur gestattet, wenn a,,=-0.
Wir erhalten dann, da «;; konstant:
% (9) = 0, (%, o+aox 1 +ao’“n)+' R
eine Form 2. Grades in den o,

Man sieht, dass x(0) = O wieder ein Doppelelement
enthilt, nimlich die Lésung o,,,,,,, =0, welche eine
beliebige durch die Spitze gehende Ebene darstellt.

Die Gleichung =x(0) = O stellt also nicht
bloss den Komplex der Tangentialebenen des
Kegels dar, sondern auch jede durch die Spitze
gehende Ebene; sie ist also nicht die Polar-
gleichung des Kegels, sondern die Gleichung

8 =
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der Spitze und der Kegel hat, streng genom-
men, keine Gleichung in Ebenenkoordinaten.

Abstrahiert man von der Lésung 0,0,0,0, so ist
% (0) = 0, die von den Tangentialebenen umhiillte Fliche,
d.i. der Kegel; die Gleichung »(6)=0 kann auch
als Polargleichung der Kegelschnitte in ho-
mogenen Koordinaten adfgefasst werden.

Dass dem Kagel die Gleichung in Ebenenkoordi-
naten fehlt, wird noch deutlicher, wenn man die Spitze
nicht zum Nullptinkt wihlt, wo dann x () das Quadrat
der Gleichung der Spitze wird.

§ 5. Der zerfallende Kegel.

Es kann vorkommen, dass der Kegel ausser der
Spitze noch eineis Doppelpunkt enthilt s’ {s’o eeo do b
dass die Gleichungen 15), in denen oy = Q eine ge-
meinsame von Null verschiedene Liésung besitzen, dann
ist auch As’ eine Ligsung, d. h. der Kegel besitzt
eine Doppelgerdde durch die Spitze. Es braucht
wohl kaum bemerkt zu werden, dass, da s, in der
Gleichung des Kegels fehlt, die Grossen s, s,, s, direkt
als die Punktkoordinaten x, y, z eines Kegelpunkts be-
trachtet werden konnén. Da eine der Grissen, z. B. s,
willkiirlich bleibt, so ®ieht man, dass in diesem Falle
der Faktor von s, deh man erhilt, wenn man s, und
8, aus 2 Qleichungen durch s, ausdriickt, und diese
Ausdriicke in die 3 Gldichungen einsetzt, verschwinden
muss, was nichts andered aussagt, als dass die 3. Gleich-
ung eine notwendige Fdlge der beiden andern ist und
daher nichts anderes giebt, als

16) @, =0.
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Man sieht ohne Rechnung, dass in diesem Falle
der Kegel in zwei, sich in der Doppelgeraden durch
die Spitze schneidende Ebenen zerfallen muss, da die
Ebene, weloche einen Punkt des Kegels mit der Doppel-
geraden verbindet, dann ganz in den Kegel hineinfillt;
man kann dies aber auch leicht durch die Rechnung
bestitigen.

Um die Zerfillung zu bewirken, bemerkt man,
dass die Gleichung jeder Ebene erfiillt, d. h. jeder
Faktor verschwinden muss, wenn man fiir s, s, s,
d. i. x, y, 2z, die Koordinaten w eines Punkts der
Doppelgeraden setat.

Diese sind gegeben durch

8) 8y, Wy 18, W, +8,, W, =0 (1)
ay, Wo+a, W, +a,w,=0 (2)
8, W, 4, W, +a,w,=0 (3)

mit der Bedingung «,, =0=a.

Wir fithren Abkiirzungen ein und setzen:

8, 8y, — 8,," =b,, etc.; a8, — &, 8, =b,, etc.
(also a8,y — 8,8, =b,;; 8, 8, — 8,8, =b,),
so erhalten wir, wenn wir w, aus (1) und (2); (2) und

(3); (8) und (1) eliminieren, und dann ebenso w,.

1) W _ Doy _ Bop _ boy -
Wi bu bol - bu "
¥y by by _ by
Wa ba: boa boa -

und damit

18) w,':w,*:w, =Dy :b, :by,;
Wi W, : W, =by :b :b, etc
Da das System a) nur die Verhiltnisse der w be-

stimmt, so setzen wir
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Wo="Vbge; W, =Vb,,; Wy=Vby,
und erhalten dann:
18%) w,w, =b,,; w, W, =b,,; W, W, =b,.
(Es ist bjx = bki.)

Hinsichtlich der w zeigt a): 1) Wenn eines der w
verschwindet, z. B. b,,, so verschwinden b,, und b ,.
2) Das Zeichen der w's ist durch das eines von ihnen
bestimmt, 3) Sobald ein w reell ist, sind es die andern
— 18%) — d. h. alle w® sind gleichzeitig > O oder
< 0, die Zahlen b, b,,, b,, haben das gleiche Zeichen.

Sind alle drei a,, nicht zugleich O und z. B.
8,, 5=0, 80 ist jetzt
19) K= o[t (i W) 8 (o —iw)5,
[“ooso+(a01 _iwa) & +(”'oa+iw:) s,],
wo i=}—1; man sieht sofort, dass jeder Faktor fiir
Aw,; Aw,; Aw, verschwindet.

Wenn also a,, 3~0 und «,; =0 und A=0 und
der Doppelpunkt im Endlichen, so zerfdllt die
Fldache 2. Grades in zwei sich schneidende
Ebenen, deren Gleichung durch 19) gegeben ist.

Man kann, um eine Liicke im 1. Teil auszufiillen,
hinzusetzen:

Wenn a,,3=0 und e, =0, so zerfillt der
Kegelschnitt in 2 Gerade, deren Gleichungen
in 19) gegeben sind.

Es kann vorkommen, dass die beiden Ebenen
imagindr (die beiden Geraden des Kegelschnitts ima-
ginér), aber dann ist die Doppelgerade (der Doppel-
punkt) doch reell, da sie die Spitze mit dem reellen
Punkt
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__ao:.- _wl_bo:, .
e W, b, 21
00 3 01

. . . a, W,
verbindet (da seine Koordinaten x=£9!; y =jw—’ reell

00 1
gind), Die Ebenen (Geraden) werden imaginir, sobald

eine der w'’s, also auch die andern positiv sind; also
z. B. wenn w,*> 0, die Zerfillung ist reell, wenn
w,' < O; sind zwei der w gleich Null, so zerfillt der
Kegel in eine Doppelebene K (s){ (g0 8p 1 8oy 8, 804 85)™
Zu bemerken ist, dass, wenn alle ajj=0, scheinbar
3 verschiedene Zerlegungen auftreten, man iiberzeugt
sich leicht, dass sie #quivalent sind.

Fehlen alle 3 Quadrate in der Form K bezw. G,
8o reduziert sich K auf

8y, XY + 8y X218, §y2=0
und a,, auf 2a, a, a,, also muss, wenn a,, =0, einer
der 3 Koeffizienten, z. B, a,, =0 sein, dann ist
K = x (ay, 7 + 8, 2)-

Der Kegel zerfillt in die Ebene x=0,
die yz-Ebene, und die Ebene a, y-+a,z wel-
che der x-Axe parallel ist,

(Der Kegelschnitt zerfillt in die y-Axe
und die Gerade a, y- a,, welche der x-Axe
parallel ist.)

Zu der Zerfillung ist aber noch eine Bemerkung
zu machen, es ist vorausgesetzt, duss der Kegel seine
Spitze im Endlichen hat, d. h. dass alle 4 G (s1) (8. 87)
fiir einen Punkt im Endlichen verschwinden, dies setzt
aber voraus, dass die Verhiltnisse s,:8s, : 8, :8, endlich
bleiben, wir erbalten aber durch eine ganz analoge
Rechnung
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A A e TR LY
wo z. B, q,, aus a,, durch Vertauschung der Marken
0 und 3 abgeleitet wird, soll also
8, 8, 8’
ae
endlich sein, so muss, wenn @,, =0 ist, auch
@oo 5 @y 3 @gy = O sein;
wir koénnen also sagen:

Eine F* zerfillt in zwei sich schneidende

Ebenen, wenn

A =0; ay = ay = a,, = 8, =0;
sind dann noch zwei der w=0, so fallen die
Ebenen zusammen.

Man sieht, dass wenn der Kegel zerfillt, seine
Spitze unbestimmt wird, nur auf der Doppelgeraden
liegen muss,

§ 26. Die Hauptaxen.

Jede Gerade durch die Spitze ist Axe (Reye’sche),
deren Pol die Spitze; es fragt sich, ob auf solcher Axe
noch ein zweiter Pol liegen kann, dann sind alle ihre
Punkte Pole. Es muss dann, wenn x’y’z’ der Pol ist

¢) x—x y—y z—12

0@ T eG) @)
erfiillt werden durch x=0, y=0, z=0, d. h. es muss
o) = Ax'; o(y) = 473 o(a) = A,
ein GHleichungssystem, das, wenn fiir x’y’ 2’ erfiillt, er-
sichtlich auch fiir c¢x’, c¢y’, cz erfiillt ist. Wir schrei-
ben das System in der Form:
20) (84— A)x'+8,, ¥ + 8,2 = 0
8, X'+ (a, —4)y' +a,z =0
8, X'+ 8,7 + (8, — 4)z' = 0

Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 8
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20) ist aber von a) nur dadurch verschieden, dass an
Stelle von a;j; gesetzt ist ajj — 4. Bezeichnen wir die
Verbindungen, die wir im System a) mit b bezeichnet
haben, hier mit g, so erhalten wir:
X1y =B,y 8y = Voo : Pﬂ" Vﬂn Boy: By iByyeee
und wenn wir a’;; (oder a‘) mit — A (4) bezeichnen und
nach Potenzen von A ordnen:
21) A*—A*s+4A0—a=0;

wo s=a,, +a, +a, und o=b, -4 b, +b,,. Dies
ist fiir 4 eine Gleichung 3. Grades, und wenn wir den
Fall a=0, in dem der Kegel zerfillt oder zum Cy-
linder wird zun#chst ausschliessen, ist keine Wurzel
A=0.

Es giebt also im allgemeinen 3 solcher Axen, sie
heissen Hauptaxen.

Ein Kegel hat im allgemeinen drei Haupt-
axen.

Die Gleichungen ¢) dieser Axen vereinfachen sich
und werden

x_y_z= x _ 3y _ .z

DR T W O
wo das Zeichen einer der Wurzel willkiirlich, die der
andern dadurch bestimmt sind. Unterscheiden wir die
drei Wurzeln der Gleichung 21) durch 4°, 4, 4, und
untersuchen den Winkel zweier dieser sich in der
Spitze schneidenden Axen, so haben wir z. B. das Pro-
dukt 09 ﬂ”ol + ﬂ‘lﬂ ﬂl’l. + ﬁl’i ﬂl”! 0
zu bilden. Beriicksichtigt man, dass (Schubert, Arith-
metik, S. 111)

A A=5— 2 und A A4 ="

a0’
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8o findet man mit geringer Miihe dass, da

By =Dbg, + A8y .; By =Dy — (8 —ay,)+ 4" und

by," = by, by, — 8.8, und a=ua, b, +a,b, + 8y,bgy
218) p,=(4,b,, + a) 4(2), )

d. h. gleich Null ist; also:.

Die drei Hauptaxen des Kegels stehen aufeinander
senkrecht.

Die Ebene durch je zwei Axen — Haupt-
ebene — ist Polarebene zu jedem Punkt auf
der dritten oder:

Die Hauptaxen bilden ein Poldreikant.

Jede Gerade einer Hauptebene durch die Spitze
ist reziproke Polare zur dritten Axe:

Die Hauptebenen sind Symmetrieebenen des Kegels.

Es fragt sich, ob Axen und Hauptebenen anschau-
lich existieren, d. h. ob die 4 reell sind; es kénnten
hochstens 2 z. B. 2’ und 4“ imagindr sein, dann sind
sie konjugiert komplexe Zahlen (Schubert, Arithmetik,
S. 168), dann sind aber auch g‘sx und g“3x konjugiert
komplexe Zahlen, da sie sich ja nur durch den Wechsel
des Zeichens von i =)—1 unterscheiden, also geht p,
iiber in )

W 4in’) (@ —in)4 (v +iv") (v —iv")
+ (W' + iW”) (wl — iwu)
2 3 2 2 2 2
=u’ +l1” _l_v/ +V” +W' +W”
und da p, =0 ist, 8o miissen alle Quadrate und damit
alle u,v,w, d. h. alle g verschwinden, also:
Die Hauptaxen eines Kegels sind stets reell.

Es kann vorkommen, dass zwei der 4 z. B. 4’ und
A" einander gleich sind, dann ist evident, dass man das
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Axenkreuz der zwei Axen um die dritte drehen kann,
das zeigen aber auch die Formeln miihelos, p, ist stets
(40 byy +8) 4(2°) =0,
und geht tiber in

ﬂoa’ + 8’ ﬁn. =0,
es miissen also g, 8,, und ebenso §,, =0 sein, die
Richtungsfaktoren der zweiten und dritten Axe werden
unbestimmt, aber wegen p, =0, p, =0, p, =0 miissen
sie nach wie vor aufeinander und auf der zum un-
gleichen 4 gehorenden Axe senkrecht stehn:

Jede Ebene durch diese ist eine Sym-
metrieebene, der Kegel ist ein Rotationskegel,
entstanden durch Rotation eines Winkels um
seine Halbierungsaxe und die Bedingungen dafiir
sind, ohne Rechnung gewonnen; wir haben:

22) im=b,_,=(51).

03 13 01

Sind alle 3 4 gleich, so ist jede Gerade durch die
Spitze Rotationsaxe, der Kegel reduziert sich (sichtbar)
auf die Spitze und wird zur Punktkugel bezw. ima-
giniren Kugelkegel (vgl. S. 64).

§ 27. Die Transformation auf die Hauptaxen.

Es liegt nahe, das Hauptaxensystem als Koor-
dinatensystem zu wiihlen; wir fassen die Aufgabe all-
gemein und transformieren die Koordinaten beliebig
unter Beibehaltung des Anfangspunktes. Die
alten Koordinaten seien x,y,z, die neuen § %¢.

Ist @=G(s,...) irgend eine homogene quadra-
tische Form, setzt man fiir sy ein ux -} vk + wk, so0
erhilt man wie in § 14 S. 58
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G=Gu)+ G+ G(w)+ 2P (u; v)+ 2P (v; w)
+2

P (w;u),
wo P die Polarformen und u {ul .
Es war § 13, wenn wir cos (x§) = 7,,; c08 (X9)=y,, ;
cos(x§) =1,, etc. setzen
X =yl TV 1+ 748
Y=%oftruntnr.é
2=78+ 71+ 10§
und das System gilt allgemein, wenn nur das alte
System als rechtwinklig vorausgesetzt wird, das neue
kann beliebig sein, also
22%) K (xy2) ="K (Yo} %103 730) T 7" K (o153 7115 Y1)
+*K (Yor3 7133 7a0) + 281F (%5 7)) +29LP (5 )
+288P (35 7,)
wo yo ;713 7y bedeuten, dass wir y,,;7,,; 7,, 8ls die
alten Koordinaten eines Punktes y, auf der neuen Z-
Axe ansehen (der von O den Abstand 1 hat; ent-
sprechend 7, mit den Koordinaten y,,; 7,,; 7,, ete.
Unter einem Pol-Dreikant verstehen wir
ein Dreikant (dessen Spitze in O liegt), bei dem
die Verbindungsebene zweier Kanten die
Polarebene fiir alle Punkte der 3. Kante
ist. Solcher Pol-Dreikante gibt es o® Man kann
einen Durchmesser, d. h. eine Gerade durch
die Spitze (oder das Centrum) des Kegels be-
liebig wihlen, als Kante 1, einen andern Durchmesser
in der Polarebene des ersten beliebig als Kante 2;
dann ist die Kante 3 bestimmt als Schnittgerade der
Polarebene von 1 mit der Polarebene von zwei. Solche
8 Kanten heissen ein System konjugierter Durch-
messer, die freie Kante: konjugierte Richtung,
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die 3 Ebenen durch je 2: konjugierte Diametral-
ebenen. Da die Ebene (12) die Polarebene fiir 3
und somit auch fiir- den in dieser Richtung unendlich
fernen Punkt, und Pol und Polare auf jeder Geraden
durch den Pol die Schnittpunkte mit der Fliche har-
monisch trennen, so hat man denSatz (vgl.T.18S. 86):

Jede Diametralebene halbiert alle der
konjugierten Richtung parallelen Sehnen.

Man sieht sofort, dass, wenn man die
Punkte y,7, 9, auf den Kanten eines Pol-
Dreikant wiahlt, also die 3 Kanten eines Pol-
Dreikants zu Koordinatenaxen macht, die
3 P aus der transformierten Form K ver-
schwinden und sie sich auf die Summe der
8 quadratischen Glieder reduziert:

§K(,)+2"K(r)+ K@)

Aus dieser Form folgt der eben bewiesene Satz
direkt, man sieht, dass jede Diametral-Ebene fiir die
konjugierte Richtung Symmetrie-Ebene ist.

Die Hauptaxen bilden ebenfalls ein P ol-Drei-
kant, und zwar das rechthnklxge Die Gleich-
ung des Kegels wird:

5 K(ﬁoi ‘Bn ﬁno)+ K(ﬂ“ . )+'n§—,K(ﬁo,”...=0,

wenn n '—ﬁo,"i‘ﬂn"l‘ﬂn und die Marke des n die
betreffende Wurzel 4 angibt. Es ist nun K (8,,°) (oder
kurz K

K'= Bos % (8°) + 8,59, (8°) + 835 0, (8°)s
wo z. B. ¢, (8% =a,, 8,,° + 8, 8,,° 1 8,, 8,,°. Da aber
X1y 12 =8,,:8,: 8, war, so ist g, (8°) = 4°8,,° zu-
folge des System 20) und wir haben
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K®=2°(8yy* 1+ ;3" +8,,") = 4°n,7,
somit erhalten wir die Hauptform
23) ‘o 5’ + ‘I "’ + zl/ gi —_— O.

In der Hauptform treten die 3 Wurzeln der Gleich-
ung A (2) =0 als Koeffizienten auf und nur diese.

Die Hauptform ist so einfach, dass man alle bis-
herigen Resultate aus ibr miihelos errechnen kann,
insbesondere sieht man, dass, wenn z. B. 1’ =2%, alle
Schnitte parallel zur Ebene £ =0 Kreise sind, deren
Centren auf der {-Axe liegen, sowie dass die Schnitte
durch je zwei Hauptaxen, die Hauptschnitte,
Symmetrieebenen sind. Fiir die Tangential- bezw.
Polarebene finden wir %8241’ 258 =0.
Soll die Ebene u, v, w, d Tangential-Ebene sein, so
muss d =0, g#=ud""! ete. Also ist

] 2 2
20 Jo+ 7 =0

die Gleichung des Kegels in Ebenenkoordinaten (vgl.
aber Schluss von § 23).

Haben alle 3 A gleiches Zeichen, was jedenfalls
erfordert, dass in 22) die Zahl ¢ (als Summe der Pro-
dukte je zweier Wurzeln) > O ist, so wird der Kegel

imaginér und nur seine Spitze ist reell. Haben zwei
der A das + Zeichen und das dritte das — Zeichen

(oder zwei — und eins -}, was gleichbedeutend, da
man die Form 23) mit —1 multiplizieren kann), so er-
halten wir, wenn wir 1°=;-,-; l’=%; l"=—%

setzen und fiir £... wieder x... schreiben
xl y’ zl
2) =0
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Die Schnitte parallel der Ebene z=0 sind Ellipsen,
parallel den Ebenen y =0 und x =0 Hyperbeln. Die
Centren der Schnitte liegen auf der betreffenden Axe,
die Asymptoten der hyperbolischen Schnitte sind den
beiden durch den zugehdrigen Hauptschnitt aus dem
Kegel ausgeschnittenen Kanten parallel.

§ 28. Cylinder.

Es soll das Gleichungssystem der 4 G‘(s))=0
oder o: =0 fiir einen unendlich fernen Punkt erfiillt
werden. Nennen wir die Koordinate der Spitze sy, so
ist 8):8, 18,18, =@ @, 0, e,
wo die a die Koefficienten von a, etc. in der Ent-
wicklung von A =0 bedeuten, Es muss also s, bezw.
a,, =0 sein, und es diirfen nicht alle &, etc. zugleich
verschwinden, Ist ¢, =0, so liegt die Spitze in einer
Parallelebene zur yz-Ebene, ist auch noch ¢, =0, s=o
liegt die Spitze in einer Parallele zur z-Axe. Da
8, =0 ist, so ist s,:8 :8, =by,:b,:b,, d h. der
unendlich ferne Doppelpunkt der Spitze liegt in der
Richtung der Geraden, deren Richtungsfaktoren b, ...
sind. Jede Gerade, welche diese Richtung
hat, ist Axe; die Cosinus seien y,, 7, 7;,,- Man
drehe das Koordinatensystem so, dass die neue z-Axe
in diese Richtung fillt, setze also (§ 13):

80 =Yoo 8’ T 70,8+ Y0r 8’ + O/
8, = V108’ T 71,8, + 7,58+ 08y’
8, = 7308 T Y51 8’ + 759 8,' + 08,’
8, =08, + 08,’+ 08,/ + 5/,
WO %40 o1 + - » die Cosinus der Winkel sind, welche die
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alte x-Axe mit den neuen Axen der Reihe nach
bildet etc, Man setze Punkt:

70{7005 %105 72005 7 {701; Yus ¥ 0;
‘r.{‘r.,,; Yis) Yas 03 0{000 1,
so dass 7, und y, beliebige unendlich ferne Punkte,
y, die Spitze. Dann ist, wenn G (s) die gegebene Form
G (8)=8," G (1,)+8,"G(r,)+8"2 G(1,)+5," 8,
+2s,’ 8, P (1, 1)+ 28, 8'P(1,1,) +2s, 8,'P (v,0)
425,75,/ P(r, 1,428,/ 5, P (v, 0+ 28,5, P (1, 0.
Weil vy, die Spitze, sind G (v,); P(1,7); P, 1s);
P(y,0) alle=0.
(Satz: Die Polarebenen aller Punkte
gehen durch die Spitze wie beim Kegel; etc.).
G (8) redmziert sich also (die Striche sind weg-
gelassen) auf:

1) 8*G(v)+8 G (1,)+28,8 P (v, 1,)+ 28,8, P(1,0)
+28, 8, P(1,0)+8,78,,:

Dreht man die z-Axe in die Richtung nach der
Spitze, so ist die z-Koordinate aus der Form ver-
schwunden.

Die Gleichung 1) zeigt also, dass der Cylinder
durch alle parallelen Ebenen, welche nicht
durch die Spitze gehen, d. h. der Cylinder-
axe nicht parallel sind, in kongruenten
Kegelschnitten geschnitten wird. Gehen
die Ebenen durch die Spitze, so zerfallt
der Schnitt in zwei parallele Geraden.

Setzt man nun in Folge Parallelverschiebung des
Koordinatensystems
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_ 85, P(1,0) 8, P (1,0)
TS T TG T T G,
go fallen die Glieder, welche die Koordinaten x und y
in der ersten Potenz erhalten, weg, und G (8) reduziert
sich auf
2) s’ G(Yo) + 81, G('f:);*_ c sa"
P'(1,0) , P*(,0)
vo C=tGq) Taw)
Der Kegelschnitt, den 1) bei festem z
darstellt, ist dann ein centraler, Ellipse
oder Hyperbel. Der Punkt, dessen Koordinaten

8,/ 8,’
- und ;— dasCentrum. Eskann aber vorkommen,

dass daduarch, dass P(y,y,) =0 gesetzt wurde ,' von
selbst G (y,) oder G (y,) verschwindet und dann riickt
der Mittelpunkt ins Unendliche, der betreffende
Kegelschnitt wird zur Parabel.
Es ist
G() GO —P (1o 1,) = (Yoo 0," + Y109+ Ta0 %°)
(o1 %’ %11 %' + 721 %) — (Yoo @' + Y10 % + 130 %)
(101 0° + 71, 9,° 4 15, 0,°)

und weunn wir dieselben Verbindungen der »'s, die wir
bei den a’s mit bjx bezeichneten, hier d;x nennen:

3) G (1) G(1,)—P* (Yo 7,) = (bog Jo’+bll,)6l o1b,s a“)a= P

2192
mit Beniitzang der Formeln 18 und 18* des § 24. Da
aber by, ; b, ; d,,; 9, den Faktor Vb,, haben
G (7,) G(y,)—P*(y,7,) =0, wenn b,, gleich 0,
wenn by, > 0, F > 0, wenn b,, <0 F < 0, d. h. also
wenn by, =0 und P(y,v,) =0, ist G(y,) oder G(y,)

auch O, ist b,, > 0, so haben G(y,) und G(y,) das
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gleiche Zeichen, ist b,, < 0, so haben G (y,) und G (y,)
entgegengesetzte Zeichen, also:

Je nachdem b, d. i. a,,3,—a,’>0=0<0
ist, wird der Cylinder von jeder Ebene in
einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel ge-
schnitten und je nachdem heisst der Cylin-
der: Elliptisch, Parabolisch, Hyperbolisch.

Der elliptische Cylinder wird, wenn C dasselbe
Zeichen hat wie G (y,) imagindr, der Parabolische hat
die Eigenschaft, dass die Polarebene eines unendlich
fernen Punktes der Fliche, d. h. also die Tangential-
ebene desselben durch jeden andern unendlich fernen
Punkt hindurchgeht, d. h.

Der Parabolische Cylinder wird von der
unendlich fernen Ebene beriihrt.

Da jede Ebene, welche den Cylinder beriihrt, ihn
in einer Kante beriihrt, so hat der Parabolische
Cylinder Eine unendlich ferne Kante. (Der elliptische
keine, der Hyperbolische zwei.)

§ 29. Die Hauptaxen.

Jedes Bystem konjugierter Durchmesser eines
Schuittkegelschnitts bildet mit der Kantenrichtung ein
System konjugierter Axen des centralen Cylinders und
ebenso wieder ein Pol-Dreikant. Um das rechtwink-
lige zu finden, schlagen wir denselben Weg ein wie
beim Kegel, wir betrachten eine Axe durch den Null-

punkt, auf der ein unendlich ferner Pol a { 8,'8,'8,'0
bezw. a { x' y' 2 0 liegt; es ist dann wieder

o, (@) =4x'; g, (8) =1y’; 0, (8) = 42
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und wir erhalten dasselbe Gleichungssystem 20) des
§ 25 und somit fiir 4 dieselbe Gleichung 3. Grades
§ 21, welche hier aber die Wurzel 0 hat, da nach
Voraussetzung @,, =0 ist. Sie reduziert sich auf
A(A*—As8+0)=0. Die Wurzel A=0 gibt, wie vor-
anszusehen, als eine dieser Axen die Kantenrichtung
mit den Faktoren by, ; b,,; by,,. Wir nehmen zun#chst
an, dass b,, =0, dann smd die beiden Grossen
A’ und A4“ von O verschieden. Die Resultate des § 25
bleiben bestehen; die 3 Hauptaxen stehen auf
einander senkrecht. Wir wihlen ihr Dreikant
als Koordinaten-Axen-Dreikant und ordnen die neume
x-Axe der Wurzel A/, die y-Axe der Wurzel 2 und
die neue z-Axe der Wurzel A=0. Es wird dann
P(y,7,) von selbst O in Folge von 21%) des § 25.
G (y,) und G(y,) werden wieder zu A‘ und A und wir
erhalten

4) 8N 48, *2"-8,7a,, -1 28,8, P (,0)428,8, P (7,0)
fir P(y,0) und P(y,0) konnen wir auch schreiben
9 (7,) und o, (1,)-

Verschieben wir nun das Koordinatemystem
parallel in den Pun 3 r,,z elie-
big, so erhalten wir die Normalform des centralen
Cylinders

5) sosl/+sl!lll+c=0.

Die Richtungsfaktoren der 3 Hauptaxen sind
bgy byg bygi — byy +478yy; by, + 47 8,5 by, — 0+ 4/, etc
(zur Vereinfachung von g/, und g*,, ist die Gleichung
der A4 benutzt). Der Cylinder ist elliptisch, wenn A‘
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und A“ das gleiche Zeichen haben, was verlangt, dass
¢ >0, aber
o0=by,+b,, +b,, =b,,~! (bol. =+ b,,*+ b, "),
d. h. also b,, >0 wie bereits bewiesen, hyperbolisch,
wenn b, < 0, ob er imaginir ist, hiingt davon ab, ob C
das gleiche Zeichen wie A’ und 4" hat; die Berechnung
von C vereinfacht sich zwar dadurch, dass
853 by +8,,b,+a, b, =0,
indessen ist es bequemer, den Satz zu benutzen, dass
ein Cylinder von allen Ebenen, welche die Kanten
schneiden, in gleichartigen Kegelschnitten geschnitten
wird. Die Ebene z =0 schneidet den Cylinder in dem
Kegelschnitt
8,,x* + 28y, xy +a,, y' + 28, x + 28, y +8,, = 0
und dieser ist Ellipse und reell, wenn b,, >0 und
a,, >0, Ellipse und imaginir, wenn by, >0, a,, 8,,<<O;
Hyperbel wenn b,, <0, Parabel, wenn b,, = 0. Man
sieht aus dem Anblick von C sofort, dass wenn s, d. h.
a,, +a, + a, >0 und a,, auch = 0, dann C >0,
d. h, der Cylinder ist imaginir, Die Berechnung von
C gestaltet sich hiochst einfach, wie folgt:
Bs ist of ‘go) l tll’ (9, ()%, wo
D=y B B =8 (B T+ By T BY)
=gt v=0— 248+ A%=—A's,
also: n?=— g As.
0y (8) =845 B'0g + 843 B'yy T+ 85y 8,
Weil a,, =0, gelten die @leichungen
895 oo+a‘xsbol +an 03 =0
by, + 8,3 by, +-8,,b,, =0
a'oa boa + 8, by 8y, by, =0,
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also a,, : 8,4 : 8,3 = b(by,) :b(b,,): b(b,,), wo das b vor
der Klammer andeutet, dass wir dieselben Verbindungen
mit den bjx vorzunehmen haben, wie frither mit den
ajk, um die bjx zu bilden. Die 3 Koefﬁzienten sind

einzeln O, aber sie verhalten sich wie a 8,,, folg-
llch ' ¢ (4 (7 ﬁl
=22 o PG00 B

0 0=t (2t

§ 30. Der Parabolische Cylinder.
Wenn ¢=0, d. h.
,,—0 Boo By — B 5

so wird generaliter eine zweite Wurzel A’ der Haupt-
axengleichung O, (eine Ausnahme tritt ein, wenn by, =0
und b,, :b,, endlich und bestimmt bleibt, dagegen b,, : b,,
und by, : b, = 0 sind, d. h. also wenn die Cylinderaxe
auf der z-Axe senkrecht steht) und alle bjk sind O.
Wir wollen dies geometrisch beweisen.

Die Richtungskosinus der 3-Axe 4’/ sind den Grossen
8,4 8,4 8y, Proportional, die Richtungskosinus x y z der Axe
A= A’ = 0 geniigen den Gleichungen
a'oox+a' ly—l—a'osz —0 aolx+auy+a' z=0

8yX + 8,,Y + 8592 =

d. h. die Axe steht auf den 3 Geraden g, { 8y By, a.o, ;
g, { 8, 8,8,; & { a,, 8., 8,, senkrecht. Die 3 Rich-
tungen gehéren also Einer Ebene s an. Ist

at)'l

nun b,, =0, d. h. Zo0 — —%, 8o sind die x y-Projektionen

von g, und g, der ‘i{icht:;ng nach identisch, d. h. also
die Ebene ¢ enthilt die z-Axe (der Richtung
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nach), die Cylinderaxe A steht also auf der Ebene e
senkrecht. Die Gleichheit zweier Axen ist aber vom
Koordinatensystem unabhéngig, ist invariant, und es
miisste also die Cylinderaxe 4(4‘) auf jeder beliebigen
Geraden senkrecht stehen, Dieser Widerspruch hort
nur dann auf, wenn die 3 Geraden g, g, g, ineine
Einzige zusammenfallen, d.h. also, wenn alle
b=0, d. h. a,:a,:8, =8, 8,8, =238, 8,8,
Diessindalsodiendtigenund hinreichenden
Bedingungen fiir den parabolischen Cylinder.

Analytisch kann derselbe Beweis dadurch gefiihrt
werden, dass aus den Gleichungen 18 und 18® des § 24
folgt, dass wenn b,, =0 auch b,, =0 und b,, =0 sind,
wenn aber die Axe eine bestimmte Richtung hat, so
sind b, : b, und b, : b,, bestimmt (den Fall, dass
diese Richtung auf einer Axe, z. B. der z-Axe senk-
recht steht, werden wir bei den Kreisschnitten niher
betrachten) und folglich b,, =b,, (b, : b,,) =0 und b,,
desgl. und ebenso bjk.

Die Richtung der Cylinderaxe bestimmt sich sofort
daraus, dass sie auf g, und der Linie g,{a., a4 84, senk-
recht stehen muss.

Die Gleichung 4) des vorigen § geht iiber, da
P (y,0)=0 ist, in
8,’ 2" +8, a,, + 2838 P (y,0), wo 2 =s=12,,+a,, +3,,
woraus ohne Schwierigkeit die Gleichung

A'n*+28n=0
die Normalgleichung des Parabolischen Cylinders ab-
geleitet wird.

Man kann die Probe direkt anstellen.



128 Kegel und Cylinder.

Die Bedingungen sagen aus, dass G(s) in diesem
Falle die Form annimmt
F=(awx+Va,y+Va,2"+28,x+ 23,y

+2a,2+3a,=0,
F=%(ygx,...)'+...

Setzt man L

n=x]/i+y h+z|/f*—',
8 8 8

d. h. also da (18 § 24)
Va_.;: ﬁ:‘V“Z:%:an $ 89
setzt man die neue 7-Axe parallel g,, so kommt
F=sn'"+2a,x+2a,y+ 28,2 8.
Setzt man nun

A =a,X+4 8,57+ 8,7
wo A= ay," 4 a," 4 a,}
80 ist @) F =89’ + 245 1 a,,.

Die £-Axe ist also parallel g,. Die Form a) stellt
gleich O gesetzt bei bestimmten z eine Parabel dar, be-
zogen auf ein Paar konjugierter Axen. Die Cylinder-
axe z hat die Richtungsfaktoren

BigByg — Bgg 85 By Ayg —— Byg 8y und Bpg Byg — 8y Byge
Ist 895 Bpg + B3 8y + Byg Bgg = 0,
so stehen auch g, und g, aufeinander senkrecht und die

§, 7 und z-Axe bilden ein dreiaxiges rechtwinkliges
Koordinatensystem.,
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VI Abschnitt.

Die eigentlichen centralen Flichen 2. Grades
(Quadrik’s) in allgemeiner Behandlang.

§ 31. Die centralen Flichen 2. Grades.

Die allgemeine Form 2. Grades besteht aus der in
den Koordinaten s s s, homogenen Form 2. Grades
K (s, 8, 8,) oder K (xyz) und der Form

E(B)— 28’08 os +2ala 1 88 +2a!l ’sﬂ+

K stellt im allgemeinen einen Kegel (zwelten Gra.-
des K*) dar, ausser wenn die Spitze ins Unendliche
riickt, E (8) ldsst sich generaliter durch Axentransfor-
mation auf die Konstante a,, reduzieren (wo dann
E (s) = O die unendlich ferne Ebene darstellt) und zwar
durch Parallelverschiebung, wodurch K (s) ganz un-
geindert blieb, Wir erhalten fiir die Koordinaten des
neuen Anfangspunkts M die Gleichungen (cf. § 5)

0, (M) = 0.§+sl)l,l+ 28+ 8, =0

o, (M) =43, ¢+ a 17+au§+au—0

o, (M) = ,§+a“q+a\"§+a“—0l
woraus sich die Koordinaten von M ergeben, als z.B.

5 — ( 03 00 + al. b01 + 8’8 0’)

Gy
Nur wenna,; =0, riickt Mins Unendliche,

aber das war gerade die Bedingung dafiir,

dass der Kegel K(s) in einen Cylinder iiber-

geht. Die Polarebene des Punktes M hat die Gleich-
Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 9
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ung 8,0, (M) =0, d. b, also da ¢/, (M) =0, weil sonst
A = 0 und E (s) ganz verschwinden wiirde, s, =0, d. h.
also die Polarebene von M ist die unendlich
ferne Ebene; jede durch M gehende Sehne
der Fliche K(s) + E(s) = O wird also in M hal-
biert, die Fliche hat also in M einen Mittelpunkt im
eigentlichen S8inne. Wenn also A30 und
#5330, 80 haben wir eine eigentliche Fliche
2. Grades F mit Mittelpunkt. Ihre Gleichung
ist 1) K(s) — C=0.

Die charakteristische Eigenschaft des Punktes M
{ & n, ¢ lisst sich auch direkt darthun.

" Es war G (s +8)= G(s) + 2P (5, 8) + G (8).

Setzt man s =s,.., und s, =x; 8, =y; 8, = z;
8 =1und ¢’ = ¢‘, .,. unds’, = ar; s/, = gr, &/, =y,
8, = 0 und s’ — rs”, so ist

G(@B+8)=G() 4+ 2rP (ss”) + r*G (8).
Es ist aber
G(s) = K(ap7) und P (s8”) = ag, 4 o, + 70,

G (s 4 8’) =0 enthiélt dann die Bedingung, dass
ein Punkt der Geraden, welche mit den Richtungs-
faktoren @ # y durch den Punkt x y z geht (und von
diesem die Entfernung r hat) die Fliche G (s) =0
schneidet. Man erhilt, wie bekannt, zwei Werte von r
und damit 2 Schnittpunkte (generaliter); soll nun x...
in der Mitte beider liegen, so miissen die beiden Werte
von r aus G (s 4 8‘) = O einander gleich sein und ent-
gegengesetzt, d. h. es muss

8)P (88”) =ao, + B0, + 70, =0
gein, Diesist aber die Gleichung einer Ebene
und zwar die Gleichung der Polarebene des
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in der Richtung @ 8 y unendlich fernen Po-
les, da die Richtungsfaktoren einer Geraden den Koor-
dinaten ihres unendlich fernen Punktes proportional
sind. Der Ort der Mittelpunkte aller der Rich-
tung a g y parallelen Sehnen ist also die Ebene
P (ss”)=0 und umgekehrt jede Sehne, die in dieser
Richtung durch einen Punkt der Ebene gezogen wird,
wird in ihm halbiert, Fir den Punkt M{ £ 7{, fir den
o, 0, 0, gleichzeitig verschwinden, ist die Gleichung
P (ss) = 0 unabhingig von a g y erfiillt; also- gehen
alle diese Ortsebenen durch M und jede durch M gehende
Sehne wird in M halbiert; somit M Mittelpunkt. Die
Ebenen P (88”) = 0 = a 0, + 8 0, + 7 o, heissen Durch-
messer-Ebenen (Diametral-), der von M nach dem
Pol (d. h. in der Richtung & g ¥) gezogene Durch-
messer heisst der Ebene P (s8) konjugiert. :

Das Centrum M der Fliche ist zugleich (§ 23)
Centrum des Kegels K; transformiert man den Kegel
auf ein System konjugierter Axen, so hat man F auf
ein gleiches System transformiert; die Hauptaxen des
Kegels sind die Hauptaxen der Fliche, denn die Grossen
g, 0, 0, sind fiir F und K identisch. Damit die Identi-
tit sich auf o, erstrecke, muss s; = O gesetzt werden,
d. h. der Kegel K und die Fliche haben im Endlichen
keinen Punkt gemeinsam, aber im Unendlichen ver-
schmelzen der Kegel und die Fliche. Der
Kegel K heisst Asymptotenkegel. Dies erhellt
auch aus der Gleichung G (s+8) = 0. Fiir die Rich-
tungen, welche der Gleichung K (¢ 8 v) = O geniigen,
d. h. den Kanten des Kegels K parallel sind,
verschwindet r* aus der Gleichung. Gerade in dieser



132 Die eigentlichen centralen Flichen 2. Grades.

Richtung haben also im allgemeinen nur Einen Pankt
im Endlichen mit der Fliche gemeinsam (der andere
liegt im Unendlichen T.1 8. 95). Liegt der Punkt
x... einer solchen Geraden auch mnoch auf der Ebeue
P (s8”) = 0, d. h. auf der Tangentialebene an den Kegel
(@o,+...=x0"+ yo, + z¢",), so hat sie keinen
Punkt mit der Fliche gemeinsam, ausser wenn G (8) =0,
d. h. der Punkt x ... auf der Fliche, dann aber ver-
schwindet G (s - 8') = 0, die Gerade liegt ganz auf der
Fliche. Schneidet also .die Tangentialebene an
den Kegel K (welche nicht zugleich die Tangentiale
an F sein kann) die Fliche, so schneidet sie die
Fliche in zwei der Beriihrungskante parallelen
Geraden. _

Wird K zum Rotationskegel, so wird F zur Ro-
tationsfliche, wird K zum Kugelkegel, so wird F zur
Kugel und man braucht die betreffenden Bedingungen
nur aus Abschnitt V abzuschreiben. Man sieht sofort,
dass alle Schnitte von K und F durch eine Ebene
homothetische Kegelschnitte ergeben (T. 1 8.112,
d. h. solche, fiir welche die Lage und das Verhiltnis
der Axen ungeiindert bleibt, oder die sich nur durch
den Wert der Konstanten unterscheiden, d. h. die un-
endlich ferne Gerade in denselben Punkten treffen);
kurz, man brauchte die zentralen Quadrik’s rechnerisch
kaum zu bebandeln, wenn nicht die gestaltlichen Ver-
héltnisse interessierten. Die Konstante C kann auch
gleich 1 gesetzt werden, da ein Kegel sich durch Aen-
derung des Lingenmasses nicht #ndert.

Es sei G (s) die auf die Hauptaxen transformierte
Form eines centralen Quadrik’s, d. h.
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G@E)=2x"F Ay + A2 —1=0

seine Gleichung.. Sind alle drei A negativ, so heisst die
Fliche: imaginires Ellipsoid, sind die A alle posi-
tiv: Ellipsoid; sind zwei 4 negativ, eins positiv, so
heisst die Fliche: Einschaliges Hyperboloid, zwei
positiv, eins negativ: Zweischaliges Hyperboloid.

Sei E (s) eine Ebene mit den Richtungsfaktoren
by, by b,,. Um den Schnitt von E(s) und G(s) zu
untersuchen, kann man - entweder die Koordinaten so
transformieren, dass E (s) zu einer Koordinatenebene
wird oder eine passende Specialfliche 2. Grades durch
die Schnittkurve legen. Wir wihlen einen Cylinder,
dessen Axe auf der Schnittebene senkrecht steht, also
die gleichen Richtungsfaktoren hat. Wir haben dann

2) C(s)=G(@E)+E(s)H(s)=0.

Denn C(s) muss verschwinden, sobald G (s) und E(s)
gleichzeitig verschwinden, H(s) stellt dann eine zweite
Ebene — Nebenebene — dar mit den Richtungs-
faktoren 2u 2v2w. Es hat dann C(s) die Koeffizienten
der Glieder 2. Grades (in x y z):
850 =4y +2by, u; 8, =by, v+b,, w; 8, =b,W+b,w;
a, =4'42b,v; a,=b,w+b,v; a,=42"+2b,w.

Man sieht sofort, dass C(s) sich nicht #ndert, wenn
man by, ... mit u ... vertauscht. Setzt man wieder, wie
in § 25: a, + a, + a,, =s; by, + b, +b,, =0, 80
haben wir fiir die Richtungsfaktoren der Cylinder-
Hauptaxen
by byybyys oov s byy + Liay, 5 by, + Liay, 5 by, +Lia,, etc.,
wo I/ und L” die Wurzeln der Gleichung

L*—Ls40=0.
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[Zu bemerken, dass die b in o sich von den b’s
der Ebene E (s) durch einen gemeinsamen Faktor unter-
scheiden, solange dieser nicht O, ist es erlaubt, sie zu
identifizieren.]

Da a,, =0, weil C(s) Form eines Cylinders, so
haben wir wieder die schon oft beniitzten Relationen 18
des § 24 und es ist

0=b"'+b“"+b,,' p— bn — bn
-b,, cos®y co8 8 cos y
— bol
cos @ cos v’

wo @ 8 y die Richtungswinkel von E(s) sind.

Es ist ferner
8=(4"+ 4+ 4)+2 (ub,, + ¥b,, +wh,,) =74 29.

Wir haben zur Ermittlung von uvw die Gleich-
ungen (§ 24):
8, g + 89, ;g + 895 by =05 8, by + 2, by +8,,by, =05
89, Doy + 8,5 by a5, by =0 oder

uob,, + by, (uby,+vb,,+wb,,)+ b, 4°=0

voby, +by, (uby +vb, +why,)+b,4 =0
. wab,, + by, (uby, + vb,, + wh,,)+b,, 4= 0.
Man sieht, verschwindet ein Richtungsfaktor, z. B. b,,,
so verschwindet u und damit u,, und uy, d. h.:

Ist die schneidende Ebene einer der
3 Hauptaxen parallel, so ist es auch die
Nebenebene und die Eine Hauptaxe der
Schnittkurve ist der betreffenden Haupt-
axe parallel

* TIst keins der b,, gleich Null, so kann man durch

b,, etc. dividieren und wenn man ubg, vb,,, wb,, als
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Unbekannte x, y, z einfiihrt, so hat man, wenn man
sich der Bedeutung der b,, erinnert, (den Richtungs-
kosinus der Schnittebene proportional):
5+ 9+ 2=0 eto.
und diese Gleichungen bleiben auch fiir den Fall des
Parabolischen Cylinders richtig. Das System giebt, da
d=x+4y}z ist:
2) —28=24°os’a 4 A/ cos’ g + 4 cos’y.

Hieraus erhilt man sofort fiir den Fall, dass der
Schnitt eine gleichseitige Hyperbel, d.h. die
beiden in der Schnittfliche liegenden Hauptaxen ent-
gegengesetzt gleich, also s =0;28 = —1r,

28) A°4 A'+4 A" =2°cos "a | A'cos *8 + 4" cos *y
oder )
2¢)  A°sin *a - A/ 8in *8 4+ 4% sin 'y = 0.

Man sieht, wenn alle 3 4 positiv, ist diese Gleich-
ung (fiir reelle Schnittebenen) unerfiillbar. Die Gleich-
ung 28) kann auch die Form annehmen (durch Multi-
plikation mit cos *a + cos *8 4 cos *y =1):

2b)  cos *a (4’ + A”) + cos B (4 4 A°)
08 % (A4 2) =0.

Also (24) des § 26):

Die Ebenen, welche aus einer centralen
Fliche F? gleichseitige Hyperbeln ausschnei-
den, sindden Tangentialebenen des Kegels mit
den Axen (A4 A“)—1; (A4 A%—1; (A°fA)—1
parallel (also auch den Tangentialebenen an das El-
lipsoid (A ) —1; (A) —1; (A*) —1 im Abstande YA°4- 2"+ 1)

Die Ebenen dieser Schar, welche durch
einen festen Punkt P gehen, umhiillen einen
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Kegel mit der Spitze P, der sich von diesem
nur durch Parallelverschiebung unterschei-
det.

[Wird eine der Axen, z. B. A gleich Null, ist also
M im Unendlichen, 8o bleiben die Relationen 28)2b) 2c)
bestehen, nur geht die Symmetrie verloren. Die Siitze
gelten daher z. B. auch noch fiir den Cylinder, bei dem
eine Axe O ist; doch sind die Schnitte nur fiir den
hyperbolischen Cylinder reell.]

‘Wenn der Schnitt parabolisch, so ist der Cylinder
ein parabolischer (§ 29). Die Cylinderaxe { by, b, b,,
steht senkrecht auf der Axe { a,, &, 8,, bezw. ya,,Va,
Ya,, und die dritte Axe auf beiden, ihre Richtungs-
faktoren sind pqr, wo p=b,, Va:_—- b, Va,; q=Dh,,
Va,, — by V2, ; T=D,, Va,, —b,, ¥a,,. Es ergiebt sich
sofort p'=¥b,'}a“b,*...,
somit, da pbe +qb,, +rb,, =0 ist.

3) YA“b,"+¥b, b, +...=0.

Befreit man diese Gleichung von den Irrationali-
titen durch Quadrierung wie bekannt, so ergiebt sich
als Bedingung fiir die Richtungskosinus der Schnittebene
die Gleichung

cos *a cos g cos ¥y
39 O + I + G =0
[{x’ A’ cos *a 4 A 1° cos *g +A°A’ cos Py = ()
d. h. (24 des § 26):
- .Die Parabolischen Schnitte einer Cen-
tralfliche 2. Grades sind den Tangential-
ebenen des Asymptotenkegel parallel.
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[Ist eins der 2, z. B. A/, gleich Null, riickt M ins
Unendliche, wie beim Cylinder, so sondert sich aus 3
der Faktor by, links ab, also muss entweder b,, =0
sein, oder der andere Faktor ist O; letzteres fiihrt zu
b, =0 oder b, =0. In jedem dieser beiden Fille
miisste aber der Schnitt senkrecht zur Axe 0, der also
im allgemeinen die Axen A° und A’ enthilt, eine Parabel
sein, es bleibt also, wenn man vom parabolischen Cy-
linder absieht, nur b,, =0, d.h. wenn in einer Fliche
F* eins der A verschwindet, . schneiden die Schnitte
parallel der zugehorigen Axe Parabeln aus. Ist die
Fliche ein Cylinder, so zerfallen diese Parabeln in zwei
parallele Gerade.]

Um die Natur eines ebenen Schnittes allgemein zu
beurteilen, muss man sich entsinnen, dass der Cylinder
elliptisch, parabolisch, hyperbolisch, der Schnitt also
Ellipse, Parabel, Hyperbel, je nachdem b,, > 0,=0,
< 0. Es ist aber b, gleich a,,a, —a,* und es er-
giebt sich

3%) b,, = cos *y (A°A’ cos *y 4 A A* cos *a - A°A* cos *p).

Somit hingt die Natur des Schnitts vom Zeichen
des Faktors von cos? ab, wir wollen ihn R nennen,
und der Schnitt ist Ellipse, Parabel, Hyper-
bel, je nachdem R > 0,=0, <0 ist. Die Haupt-
axengleichung des Schnitts, wodurch aber die Axen des
Schnittkegelschnitts nur bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmt werden, ist:

3¢) L*—LJ3x°sin‘a}+RBR=0.

§ 32. Die Kreisschnitte.
Es fragt sich, ob und wann der Schnitt zum Kreis
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wird; es muss dann der Cylinder zum Rotationscylinder
2
werden, L‘=L”='-%; o= % und nach § 29
boy + Ly 8, =0, by, + L, 8,, 2= 0; by, — 0+ L, a,,=0;
by, +s/2a,, =0,

30! al T __ "0

also ;22 = 1 = 2,
bot 12 bol
ausser wenn eins der b z. B. by, gleich 0, daraus folgt
u:v:w=by :b,:by,,
dann geben unsere Gleichungen
C (8) =G (s) +cE*@),
d.h.die beiden8chnittkurven sind parallel,
und unser System giebt
A +c(by,*+b,*+b,)=0; A+...=0;
M4ec...=0, d h. A°=2a'=2%,

Wenn also keins der b gleich Null, so
muss G(s) eine Kugel sein; die b sind willkiir-
lich, und wir finden die bekannte Eigenschaft der Kugel
wieder, von jeder Ebene in einem Kreis geschnitten zu
werden.

Ist G (s) keine Kugel, so muss eins der b gleich 0
gein, d. h. die schneidende Ebene eiuer der Hauptaxzen
parallel sein; dann werden an sich alle b gleich Null,
aber da die schneidende Ebene eine bestimmte Richtung
haben soll, so konnen wir, wenn z. B. b,, =0, d. h. die
schneidende Ebene der z-Axe parallel, setzen: b, : b,
=Db,, : by, und unsere Systeme bleiben, nur w und b,,

sind 0, % =2,

Wir haben dann
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a) 8o + 8, = 1;
b) 8,,8,, = 8," (Weil by, = 0);
€) &, by, I 85, by, =0; 8y, by, +8,,b,, =0
oder mit Benutzung von b)
840 by* = 8, byy?,
dbh 2, _ 8, _ a,ta,
bu. - bot’ o bos’+bn* '
Es steht nichts im Weg
b,, = cos &, b, = cos §, (sina)
zu setzen, wodurch
e = b, A" a,, = 2"b,,’
und damit sind 2ub,, und 2vb,, als Funktionen von
by, und b, bestimmt, die Gleichung a) giebt dann
@) M =21"b,*+4 a‘b,,"
A 2° A —
4) bﬂ’ = A — l'; bn’ = A — A

Hierin stecken 2 Scharen von Ebenen, je nachdem
wir die Wurzeln mit gleichen oder entgegengesetzten
Zeichen nehmen, und da wir ebensogut b,, = O oder
b,, = O setzen konnten, so giebt es im allgemeinen,
d. h. von der Kugel und dem Kugelkegel abgesehen,
6 Scharen von Kreisschnitten, deren Realitit wir spiter
untersuchen wollen,

Die Kreisschoitte lassen sich, wenn einmal fest-
steht, dass die schneidende Ebene einer der Axen pa-
rallel ist, weit schneller erledigen, wenn man durch den
Schnitt eine Kugel legt. Es miissen dann G (s) und
E () =ax+8y-+ 6 oder wenn wir von der Konstante
absehen, G (s) und E(s) = ex -+ fy so kombiniert
werden konnen, dass die Gleichung der Kugel

ax* 4t ay'taz'+4...
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erhalten wird, d. h. die Quadrate der Variabeln gleiche
Koeffizienten haben und die Produkte verschwinden.
Da ax = — gy, so ist fiir alle Punkte von E:
a*x? = g*y® und es wird
().'x’ +ayr 4 l”z’) + (a’x’ _ ﬂ‘y’)
zur Kugelform, wenn
l.+¢‘=l”; l’—ﬁ‘=l”; a’=l“—l°;
ﬁ’=l‘—ﬂ”, a'+ﬂ’=ll__)‘0,
d. h. b '=l“———£. Also
© T Tor Al —2A°

Auf jeder centralen Kegelfliche, den
Kegelselbst eingeschlossen, giebtes3 Paar,
reelleroderimaginéirer Kreisschnittscharen,
ausgeschnitten von Ebenen, welche je Einer
der Hauptaxen parallel sind und mit den
andern die durch die Formeln 4) und ihre
entsprechenden bestimmten Winkel ein-
schliessen; die Winkel zweier zur selben
Axe gehdriger Ebenen werden durch die
beiden andern Axen halbiert.

[[Sind s’ und s” zwei Punkte (Elemente) des Ge-
bildes G (8) =0, so gilt fiir jeden Punkt s{s‘—}-ls"
ihrer Verbindungs- (Schnitt-) Geraden, und nur fiir diese,
die Relation

P(ss’) 4 P(ss’) = P(s'8). (1 + 1),
weil P (u4v'x) =P (ux)+ P(vx) ist, und
P (s’s’) etc. = 0. Ferner
P(s's’ +8)=P(s!s").(1 4+ 1)
8’ -+ 8" {m, wenn mit m der Mittelpunkt von s‘s”
(bezw. die Winkelhalbierende) bezeichnet wird; also
m{s.'—}-so”...{x.'+x”...2, somit
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a) P(sm) =P (s's").(1+2),
b) P(mm)= G (m) =2P (s’s"),

P (sm)
) 1x - hE®@

Bezeichnet man die gewohnlichen Punktkoordinaten
von m mit § 4§ und die von s mit x, y, z. — (Es ist
x=:—°... und 8, = 1 4 2, wenn s,/ = 1; 8, = 1), so

3
haben wir

d) G(n81) = P@Enll,xyz1l) oder wenn wir
m{én{ 1, s{xyzl setzen,
©) G (m) = P (s/m),
Sehen wir s als festen Punkt an, so haben wir
den Satz:

DieMitten allerSehnen eines Quadrik’s,
welche durch einen festen Punkt P gehen,
liegen auf einem #hnlichen Quadrik mit
parallelen Axen, auf dem P liegt.

Der Beriihrungskegelschnitt des von P an G ge-
legten Kegels liegt auf diesem Quadrik, da P (s m) die
Polarform von G (8).

Die Ableitung zeigt, dass der entsprechende Satz
zugleich fiir die Kegelschnitte gilt.

Wird s als Ebene, G(s) als ¢* gedeutet, so haben
wir den dualen Satz:

Die Halbierungsebene des Winkels zweier
Tangentialen, deren Schnittgerade auf einer
festen Ebene liegt, umhiillt eine #hnliche ¢*

Bewegt sich m, so dass G (m) konstant bleibt, so
ist P (sm) =G (m), die Gleichung der Tangentialen
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an das #hnliche Glebilde, m das Beriihrungselement;
dies tritt z. B. ein, wenn sich ein dem Quadrik ein-
geschriebenes (umgeschriebene) Dreieck so bewegt, dass
zwei Seiten (Ebenen) parallel bleiben, die dritte um-
hiillt dann einen #hnlichen Quadrik, der homothetisch
ist, und m ist das Berﬁbrungselement.]]

Die Formeln 4) zeigen, dass b,,* und b,,* nur dann
positiv und kleiner 1, die Ebene E nur dann reell, wenn
A die mittlere Axe reprisentiert.

Es sind also, abgesehen von der Kugel und
dem Kugelkegel, nur 2 der Kreisscharen reell,
welche zur selben Axe gehdren. Sind zwei
der A gleich, ist die Fléache eine Rotations-
fliche, so fallen die beiden Scharen zusammen.

Den zu einer Schnittebenenschar by, ; b, ; b,, kon-
jugierten Durchmesser finden wir dadurch, dass wir ihn
fiir den Kegel K (s) bestimmen, da haben wir fiir den
Pol x'y' 2’

cbyy =05 ebyy = 0,5 ebyy = ,'; 0=,
also x'=chby A°—1; y'=cb A —1; z'=cby, 1"},
wodurch wir fiir den Durchmesser auf dem die Centren
einer Kreisschnittschar liegen, erhalten.
o ‘
5) tx= % z' =0 etc.

(1}
Wir kénnen dies auch ohne Hilfe des Kegels ab-
leiten. ‘
Sei Xa -} yB8tzy==2¢6
eine Ebene, so haben wir fiir ihren Pol
ce =A%, ... cb6=1,
also, wenn (A1)—1 = A4—1 gesetzt wird:
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x'=cald—9%...; X=ai—048—1; y=pA—' a—l .
Z =94 —1
xl ’ zl
oder = ‘“'y_ =yl—“;
da & hierin nicht ‘vorkommt:

Die Pole aller parallelen Ebenen liegen
auf Einem Durchmesser.

Ist 6=0, wird die Ebene zur Diametralebene, so
riickt der Pol ins Unendliche, aber da die Verhiltnisse
der Koordinaten von é unabhingig, so ist dieser Punkt
in der Richtung a A—0.., und alle durch einen Punkt
der Diametralebene in dieser Richtung gezogenen Pa-
rallelen werden zwischen der Fliche in ihm halbiert:

Zieht man durch einen Punkt x’... des Durch-
messers eine Gterade mit den Richtungsfaktoren uvw
in der durch x’... gehenden Ebene der Schar « g y,
8o ist ua -+ vg + wy =0, weil das Loth auf der Ebene
auf uvw senkrecht steht. Die Gleichungen der Geraden
sind x=x'4ru; y=y +rv;z=z+rw
und fiir die Schnittpunkte mit der Fliche haben wir
G(x,y,2) =G (x'...)frc(uet+va+wy)

+r'Guvw)=0
und da der Koeffizient von rc verschwindet, so wird
die Gerade zwischen den Schnittpunkten mit der Fliche
im x’, ... halbiert, oder:

Der Punkt, in welchem der konjugierte
Durchmesser die Ebeneder Schar schneidet,
ist der Mittelpunkt des Schnitts zwischen
Fléache und Ebene.

Die Konstante 6 bestimmt sich durch die Thatsache,
dass wenn man eine der Koordinatenaxen in die Rich-
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tung -der Cylinderaxe dreht, die betreffende Koordinate
aus der (leichung des Cylinders herausfillt. Dreht
man also z. B. das Koordinatenkreuz in der xy-Ebene,
(Fig. 13), so dass die x-Axe in die Richtung b, b,, fallt,
setzt also
x=by§—b,n; y=b,+byn;z2=12
so erhilt man
C=22"4+2“n* 4+ £6+2zd (uby, + vb,,)
+2z7d (Vbos _"ubu)_ 1+dé=0.
Da der Koeffizient von ¢ verschwinden muss, so ist
6) §=d (421 —2r).

. Das Verhiltnis der Konstanten des zum
Kreisschnitt geh6rigen Schnitts und des Kreis-
schnitts ist konstant und A°4a’— A%

2(vby, ubu)—2b01 s (A0 —2) =v.

(Es war 2ub,, =b,, *2” — 4°...), also
C=a"2"4+A"n*+9dv—1+4+dé=0
Verschiebt man den Anfangspunkt in das Centrum des
Schnittkreises bezw. in dessen Projektion auf die Ebene

z g, 80 ist =5’ + gc und
dv db,, b,,(l"—i‘)

N =— — 224 - F
Da &, wie die Figur 13 zeigt=—d, so hat das
Centrum des Kreisschnitts der Schnittebene im Ab-

stande d die Koordinaten
dy

§c——‘d, Ne = — 22'”; z"—oi
woraus sich in den urspriinglichen Koordinaten ergiebt
db,, A’ db,, A°
N Xe=——i— Je=— i % =0,

wie man auch direkt erhilt aus Kombination der Gleich-
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y

+x

Fig. 18.
ung des Durchmessers, auf dem die Centren liegen, mit
der Gleichung der Schnittebene

xby, +yb,+d=0
(Benutzung der Gleichung 5 8. 142.) C wird

lllzl_l_lllqll_ 1+d6+ﬂo’1”+ch‘l’,
da aber godvy=— 29" 2, s0 ist
A° }l‘)

C _ zuz‘l + '%”'1‘2 — (1 — d! yu
Also das Quadrat des Radius r des Schnittkreises

8 =L (1_d-’“)

zll
hieraus folgt, dass wenn 9) d* = ‘—'fj-; =d,* der Schnitt-
"
kreis zum Punktkreis wird, und sobald d* > A der

A A
Schnitt imaginir wird; die Ebene wird fiir den Grenz-
Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 10
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fall zur Tangentialebene, die 4 durch die Gleichungen
7) und d =d, bestimmte Punkte fallen bei Rotations-
flichen in die Endpunkte der Rotationsaxe paarweise
zusammen; sie werden imagindr, sobald eine ungerade
Anzahl A negativ ist, sie heissen Kreispunkte der
Fliche,

§ 33. Die Reye’schen Axen des centralen Quadriks.

Fiir die Axen einer Fliche F' ergeben unsere For-
meln aus § 22 8, 102, wenn x’y‘z’ die Koordinaten des
Pols P sind

x—x y—Yy z—z
6) A%’ = Ay = Az’
die Hauptaxengleichung des Axenkegels, der durch P
geht, erscheint zugleich in der cardanischen Form, d. h.
das Glied mit A* fehlt; man sieht ferner, dass die Kon-
stante C gar nicht in die Axengleichung eingeht, also:

Eine Gerade, welche (Reye’sche) Axe der
Flache F ist, ist zugleich Axe fiir den zu F
gehorigen Asymptotenkegel und damit fiir
alle Flichen, welche sich von F nu:‘hurch
den Wert von C unterscheiden, d. h. &hnlich
und #&hnlich liegend (homothetisch) sind;
auch die Pole bleiben unveréndert.

Die Gleichung der Axe ist, wenn P auf F liegt,
zugleich die Gleichung der Normale der Fliche F
im Punkte P, liegt P nicht auf F, so lisst sich der
Wert von C als G (P) bestimmen, uud es giebt also
Eine -homothetische Fliche F“, auf der P liegt, und fiir
welche die -Axe, deren Pol P ist, zugleich Norma]e in
P ist, d. h.:. *
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Der Axenkomplex einer Fliche F ist
identisch mit dem Komplex der Normalen
aller mit F homothetischen Flichen.

(F selbst mitgerechnet.) _

Da die Axen (§ 22, S. 102) eine Mannigfaltigkeit
3. Stufe bilden, wihrend die aller Geraden des Raumes
von 4. Stufe ist, so muss zwischen den Raumkoordinaten
einer Geraden Eine Bedingung bestehen, damit sie Axe
von F sei.

Wir haben (§ 9 8. 80):
a_loxl ﬁ l‘y’}' 1”2‘; a=y‘z’(l’—l,");

b =gz'x’ (2”_ 10); c= x‘y‘(l"—,l’);
hieraus wie stets
a) aa+bp+07=0 und

ad yc
7) 10 + + A = 0
— b
oder mit Benutznng von a) wenn - = p und > =q

gesetzt wird:
7' p _ ll _ 1. le
) T —rw
und wenn % = A? etc. gesetzt wird
P — A
q C! ﬂ
Gleichung 7) zeigt, dass der Axenkomplex von F
mit denen der homothetischen Flichen F identtsch ist.
78) dass er sich nicht #ndert, wenn die reziproken Werte
der Gréssen A alle um dieselbe Zahl gedindert werden.
Diese Flichen heissen nach Analogie von T. 1 kon-
fokal, doch verachieben sich im 2, Fall die Pole.
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Um die Koordinaten des Pols aus denen der Axe
zu bestimmen, haben wir (Gleichung 20 § 9):

=8t b 8, A
SRV T Ny AT
somit
ll zllq l’P p
8) x'=.vp__z°=z"_1°3y'=z e’
. leq l
T =2 a

Diese Gleichungen zeigen direkt, dass die Pole fiir
alle homothetischen Flidchen dieselben sind.

Die Bedingung 72) ldsst sich geometrisch mter-
pretieren; die Figur 6 zeigt, dass eine Gerade, welche
eine der Koordinatenebenen, z. B. die x y-Ebene in C,
eine zweite, die xz-Ebene in B schneidet, Axe ist,
wenn die Projektionen von OC und OB auf die
3. Axe im konstanten Verhiltnis (B*— A%):(C*— A?)
stehen,

§ 34. Fokalkurven, konfokale Flichen.

Wir haben fiir die Axen die Gleichungen 6) und
daraus folgt, dass die Axe eine der Symmetrie-(Haupt-)-
Ebenen, z. B. y=0 im Punkt % so schneidet, dass

(0 — 2 =)
n=0; §=x T; §=1z T’
die der Axe konjugierte Ebene
+ yy + 7 1=0
schneidet die Ebene y=0 in der Geraden

‘ /
{xx + 3?, 1 oder
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‘x 28
o gmom = + !
(wenn (A1)—1=A4—1), also T. 1, 8. 81):

Eine Axeundihrenormale Ebeneschnei-
den eine Symmetrieebene, z B. y=0 in Pol
und Polare in Bezug auf den in der Sym-
metrie-Ebeneliegenden festenKegelschnitt.

x* z*
C'{z—o_z—' T ===

Diese Kurven, deren es in jeder Haupt- oder Sym-
metrie-Ebene Eine giebt, heissen Fokalkurven, sie
sind fiir Fund alle mit ihr konfokalen iden-
tisch (und gehoren selbst zu dieser Fldchenschar),

Ihre Gleichungen sind:

x? z*
C’Y{z—o_z—' T ===
2 ]
C’z{g—'il—” + 1—0:1—“ =1; Cx,{- ..

Setzt man fest, dass bei dreiaxigen Flichen,
d. h. wenn je zwei 4 voneinander verschieden sind,

A=0S A—" > A",
so ist die Fokalkurve in y =0 — C*; — eine Ellipse,
die in z=0 eine Hyperbel, die Fokalkurve in x=0
imagingr. '

Sind zwei 4 gleich z. B. 2 und 4/, d. h. ist die
Flache eine Rotationsfliche mit der Rotationsaxe 4°% so
arten die reellen Kurven in zwei der Rotationsaxe
parallele Geraden aus; bei der Kugel ist das Centrum
der einzige reelle Punkt.

Auf den Fokalkurven liegen die Brennpunkte der
Axen- oder Hauptschnitte; diese Punkte heissen die

1;
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Brennpunkte (Foci) der Fliche F' und der konfokalen.
Legt man durch die Tangente in einem Punkte

P{ x, z, einer Fokalkurve C'y irgend eine Ebene °y,
so steht die Axe dieser Ebene nach Definition der
Fokalkurve in P auf ey senkrecht und daher liegt der
Pol Py der Ebene ex auf ag. Alle diese Lote ax bilden
‘aber die in P auf der Tangente (und damit auf der
Fokalkurve) senkrechte Ebene ». Die Ebene » schnei-
det F (und jede konfokale) in einem Kegelschnitt C*
und der Pol jeder Sehne von C* durch P liegt auf der
zugehdrigen Axe ag, somit steht die Linie, welche P
mit dem Pol verbindet auf der Sehne senkrecht, d. h.
aber P ist der Brennpunkt (oder Focus) des
Schnitts C*. Von dieser Eigenschaft hat die Fokal-
kurve den Namen; wir haben den Satz:

Die Ebene, welche im Bertithrungspunkt
einer Tangente der Fokalkurve auf der Tan-
gente senkrecht steht, schneidet die S8char
konfokaler Flichenin Kegelschnitten,deren
einer Brennpunkt der Beriithrungspunkt ist.

Die Flichenschar

x y z
a) &’+P+b’+P + °’+_P=1
hat identische Fokalkurven und daher rechtfertigt sich
der Namen konfokal, sie hat denselben Axenkomplex,
die Koordinaten der Pole haben gleiches Verhiltnis.
Will man die Flichen, welche in der Schar enthalten
sind, klassifizieren, so kann man von jeder beliebigen
ausgehen ; man kann daher, unbeschadet der Allgemein-
heit, annehmen 4--0, 4—', 24—, d. h. a%, b?, ¢* wiren




Fokalkurven, konfokale Flichen, 151

positiv und a>c¢>b und p die Werte von — o bis
-} o durchlaufen lassen.

Ist 1) p=—, 80 sind a*4p, b*+p, c*+p
alle gleich p und a) geht iiber in x*+4y*42°=—p
und stellt eine Kugel mit unendlich grossem ima-
gindren Radius dar.

Ist 2) p zwischen — o und —a® so sind alle
3 Hauptaxen 4 negativ, die Flichen sind imaginire
Ellipsoide (vgl. 7. Abschnitt).

Ist 3) p=—a? so wird die Fliche mit der ima-
gindren Fokalkurve Cyx* identifiziert.

Ist 4) p zwischen — a® und — o%, so sind die
Flichen, da zwei Hauptaxen negativ sind, zwei-
schalige Hyperb0101de

Ist 5) p = — ¢’ so soll die Fliche die Fokal-
hyperbel C?; darstellen.

Ist 6) p swischen — c¢* und — b?, so ist eine Axe
negativ, die Flichen sind einschalige Hyperboloide.

Ist 7) p = — b? so soll die Fléiche in die Fokal-
ellipse Cy® iibergehen.

Ist 8) p zwischen — b* und + ®, so sind alle
3 Axen positiv, die Flichen sind Ellipsoide.

Ist 9) p =+ o, so ist x> 4 y*+ 2 = p und die
Fliche geht in die Kugel mit unendlich grossem Ra-~
dius iiber.

Die Gleichung a) ist fiir p, wenn xyz als fest-
gegeben angenommen werden, eine (leichung 3. Grades,
also gehen generaliter durch jeden Punkt P im Raume
3 konfokale Flichen der Schar a), Die Gleichung wird
vom 2. Grade, wenn P auf einer Fokalkurve liegt, z. B.
Cy?® aber dann ist eine Wurzel p = — b*
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Liegt P auf keiner Fokalkurve, so erhilt man eine
Gleichung 3. Grades, welche nach Fortschaffung der
Nenner die Form annimmt:

L=(a'+p) (b*+p) (¢'+p) — Zx*(b’+p) (c*+p)=0.

Fir p=-+ o wird L positiv, fiir p = — b* ist
L negativ, fiir p = — ¢* ist L positiv, tiir p = — a?
ist L negativ und bleibt es, wenn p << — a*® wird, also
liegt eine Wurzel zwischen - oo und — b?, eine zweite
zwischen — b* und — c¢?, die dritte zwischen — c* und
— a%, wobei es vorkommen kann, dass Eine Wurzel mit
einem der Grenzen zusammenfillt,

Damit ist bewiesen:

Durch jeden Punkt im Raum gehen 3
und nur 3 konfokale Fléchen der S8char, von
jeder Art je eine, wenn wir die Fokalellipse
zu den Ellipsoiden, die Fokalhyperbel zu
den einschaligen Hyperboloiden rechnen.

Zwei konfokale Flichen derselben Art
schneiden sich nicht.

Dagegen konnen wir beweisen:

Zwei konfokale Flichen verschiedener
Art haben stets eine (reelle) Schnittkurve.

Wir wollen diesen Satz nur fiir die Hyperboloide
beweisen, da er fiir Ellipsoid - Hyperboloid anschaulich
klar:

x| y’ 2

@) a’+p+b'+p+c’+p
sei einschaliges Hyperboloid, d. h. p zwischen — c*
und — b

=1

”a+q+V+q+'+q '

zweischalig, d. h. q zwischen — c' und — a’.
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Wir snbtrahleren §) von a), glebt

N e T T (c'+p> CEY
y*
CEDICE
oder x*u — z'v + y*w = 0, wo u, v, W, nicht negativ
sind, oder z*=xu'+ y*w’, wo u’ und w’ im all-
gemeinen > 0, jedenfalls nicht < 0 sind.
a) giebt dann: x*u 4 y*» = 1, wo u sicher positiv
und #» sicher nicht negativ.
Diese Gleichung wird aber von allen Punkten der

Ellipso mit den Axen |/%; V% erfilllt. Also:

Zwei konfokale Centralflichen zweiten
Grades (centraleQuadriks), schneidensichin
einer Kurve, deren Projektionen auf die
Hauptebenen Kegelschnittesind, deren Cen-
trum das Centrum der Flichen und deren
Hauptaxen in die Hauptaxen der Flichen
fallen.

Die Gleichung y) enthilt den Hauptsatz, der Punkt

P ‘xo ... sei den Flichen @) und g) gemeinsam, dann
gilt auch y), das wir in der Form schreiben konnen:

x x 0 yo z')
S TN b’+p AR TUCES +q =0
Es sind aber ,—+— «.. die Richtungsfaktoren der

Ta.ngentlalen an die Fliche @) in P, desgl. e + .
die der Tangentialen an g) in P und wir haben den
Satz:
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Zwei konfokale Flichen F*® schneiden sich recht-
winklig.

Da durch jeden Punkt im Raum 3 Flichen der
Schar gehen, welche sich rechtwinklig schneiden, so hat
die konfokale Flichenschar dieselbe Eigenschaft, wie
das System der orthogonalen Koordinatenebenen. Den
Raum in unendlich kleine rechtwinklige
Parallelepipeda (Balken) zu teilen, und daher
haben Lamé und Jacobi die 3 zu jedem Punkt ge-
horigen Werte des p zu Koordinaten des Punktes ge-
macht, die sogen. Elliptischen Koordinaten, ein
krummliniges Koordinatensystem, das sich fiir theore-
tische Physik und Integralrechnung als #usserst brauch-
bar erwiesen.

Die Gleichung L = 0 bestimmt zu jedem Punkt
P seine Elliptischen Koordinaten, von denen, wie be-
wiesen, p zwischen -4 « und — b*; q zwischen — b*
und — c* r zwischen — c* und — a* liegen muss, falls
P ein reeller Punkt ist. Der Wert des p (einschliess-
lich des Minimum — b*) bestimmt das durch P gehende
Ellipsoid, der des q (einschliesslich — c*) das ein-
schalige Hyperboloid, der des r (dessen untere Grenze
— a?) das zweischalige Hyperboloid, Die elliptischen
Koordinaten sind also beschrinkt.

Man muss nun aus den elliptischen Koordinaten
die orthogonalen bestimmen. Es ist, wenn das variabele
P in L mit = bezeichnet wird, L identisch mit (= — p)
(#—q) (#—r), wo p, q, r die Wurzeln von L = 0.
(Schubert, Arithmetik.)

pqr=x’b'c’ 4 y*c’a’ 4 z'c’b* — a’b’c’
ptaqtr=x*+y'+2z2'—(a’+b*+ ¢
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pa+qr+rp=a’b*-}+b?c*}c*a’—x"(b*} a?)
_ y! (c! + bi) — gt (aa + cl)_
Es ist, wenn #=—b* ist:
Y@ —b) (@ —b) = (=b'—p) (—b'—q)
(—b*—r)=L(—Db?
= (B — (=) ptatn..,
wo L(—b®) den Wert bedeutet, den die Form L an-
nimmt, wenn man fiir die Variable # einsetzt — b?, also

. L (—b* R L (—a? .
y T —1%) (@ — b’ = (b —=3a%) (" —a?)’
3 __ L(—¢)

2= (al__ cn) (b’ — c’)’

woraus gich die schon bekannten Beschrinkungen von
pqr aufs neue ergeben, da x?y*z' nicht << O sein
diirfen,

Man sieht, dass zu ein und demselben Wertsystem
Py @, T generaliter 8 Punkte gehdren, d. h.

drei verschiedenartige konfokale cen-
trale Quadriks schneiden sich in 8 Punkten.

Soll Bestimmtheit erzielt werden, so miissen auch
hier durch Festsetzung der Wurzelzeichen die ver-
schiedenen Octanten kenntlich gemacht werden.

Man sieht, dass

P + q + r = Konstans
die Gleichung einer Kugel in Ell Koord.,
P ar = Konst.

die Gleichung eines Ellipsoids, das mit dem Grund-
ellipsoid homothetisch.

Pq+qr 4 rp = Konst.
die Gleichung eines Ellipsoides,



156 Die centralen Kegelflichen in spezieller Behandlung.

VII. Abschnitt.

Die centralen Kegelflichen in spezieller
Behandlung.

§ 35. Einteilung.

Die Gleichung A°x®4 A'y®+ A“z*=1 enthilt 4
wesentlich verschiedene Flichen: a) Alle 3 4 sind nega-
tiv, die Fliche hat keine reellen Punkte, sie ist ima-
gindr (imaginéres Ellipsoid); b) alle 3 4 sind positiv,
dann ist der Asymptotenkegel, abgesehen von der Spitze,
imagindr; die Fliche hat ihre simtlichen Punkte im
Endlichen; ibre unendlich fernen Punkte sind imaginir,
diese Fliche heisst Ellipsoid; man giebt ihrer Gleich-
ung meist die Form:

2 ] 2
D S+ L+ =1

Spezielle Fille sind: die Kugel (wenn a=b=c)
und das Rotations-Ellipsoid oder Sphiroid
(A = %), _

¢) Zwei A sind > 0, eins < 0, z. B. 2° und 4” > 0O,
A <0,

x’ 2

v, 2
U Sl

2)

Der Asymptotenkegel liegt innerhalb der Fliiche,

alle Schnitte parallel den Hauptebenen sind reell, die

Fliche heisst Einschaliges Hyperboloid (Elip-
tisches Hyperboloid).

d) Zwei 4 sind negativ, eins positiv.
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Der Asymptotenkegel liegt ausserhalb, Schnitte
parallel zur yz-Ebene sind imaginir bis (x) = a. Die
Fliche zerfillt in zwei durch einen Streifen von der
Breite 2a getrennte symmetrische Stiicke, sie heisst:
Zweischaliges Hyperboloid.

§ 36. Das Ellipsoid.
Die Hauptschnitte, d. h. die Schnitte durch je zwei

Hauptaxen sind Ellipsen. Ist x =0, so ist % + % =1

eine Ellipse mit den Halbaxen b und ¢. Die Grossen 1 a,
- b, 4-c¢, heissen die Halbaxen der Fliche (s. Fig. 14 u. 14a).
Der Anfangspunkt M ist Mittelpunkt im eigentlichen
Sinne, jede durch ihn gehende Sehne wird in ihm
halbiert, denn die Polarebene des Punktes M ist die
Unendlich ferne, weil ihre Gleichung 1 =0. .Dies folgt
auch ohne die Lehre von Pol und Polaren, denn sieht

man durch M eine Gerade{ a, 8, v, so ist r* = d® und

r=-d fiir die Schnittpunkte mit der Fliche. Jeder
Hauptschnitt ist Symmetrieebene, wie schon daraus
folgt, dass nur die Quadrate der Variabeln in 1) vor-
kommen,

Bewegt sich die schneidende Ebene parallel zum
Hauptschnitt, so werden die Schnitte éhnliche Ellipsen
mit bestindig kleiner werdenden Axen, ist x — - a, so
werden die Schnitte parallel yz zu Ellipsen mit den
Halbaxen 0, d. h. sie werden zu Punkten x=-a;
y =0, 2=0; sie heissen Scheitel, deren das Ellipsoid
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Fig. 14,

also 6 hat. Ist der Abstand > als die zugehorige
Halbaxe dem absoluten Betrage nach, so wird der Schnitt
imagindr. Das Ellipsoid liegt also ganz innerhalb eines
graden Parallelepipedons, dessen Ecken die Koordinaten
+a; +b; +¢; +a, +b, —¢c, ... haben, und be-

Fig. 14a.
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rithrt die Seitenflichen desselben in den Scheiteln. Die
Schnitte des Ellipsoids durch eine beliebige Schar pa-
ralleler Ebenen sind Kegelschnitte, welche keinen Punkt
im Unendlichen haben, d. h. Ellipsen. Die Hauptaxen
dieser Schnittellipsen geben die Formeln des § 31.
Ist die Schnittebene
xb,, +yb,, +2zb,, +d =0,

so liegen die Centren der Schnittellipsen auf dem Durch-

messer & _ Ay _ 1’_’z _
bo’ o bl’ o b!’ o
und wir erhalten fiir die Koordinaten des Centrums
r (a'b0li+b’bu’+ C'b”’) + d =0; r=— %

x=rba'; y=rb,b?*; z=rb,c"

Die Mittelpunkte sind also stets reell, auch wenn
die Schnittellipse imaginér ist; dies tritt ein, sobald
d*>n ist. Ist d*=n, so liegt das Centrum auf der
Fliche, die Schnittellipse wird zum Punkte, die Ebene
zur Tangentialen in diesem Punkt.

Damit eine Ebene (b,, b,,, b,,,d) Tangen-
tiale an das Ellipsoid sei, ist dieBedingung
zu erfiillen:

d*=a*b,,*'+ b*b,,*+c’b,,*
und die Koordinaten des Beriibrungspunktes sind

FE R A S i

Um an einen Punkt A der Ellipse die Tangentiale
zu konstruieren, benutzen wir den Umstand, dass die
Tangentiale det zum Durchmesser M A konjugierten

Ebene parallel ist. Man zieht zwei dem Durchmesser
MA parallele Sehnen der Fliche, legt durch M und
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die Mitten P und Q der Sehnen die Ebene und durch
A zur Ebene MP Q die Parallele.

Hyperbolische und Parabolische Schnitte existieren
nicht, die Kreisschnitte werden gegeben durch die For-
meln

cos’a=b, = il,;__—-i;;: cos*g=">, 1= g:—:%:l,
b,,* = cos 'y=0=j':l%j:’
und die entsprechenden
b, =cosa=0= j:,—:j—:; cos?g=> = %:—::,
by * = cos *y = %:—__%;
o' = 2. —j—:, = co8 %a; b,,*=cos g =0;
b,,? =008 ¥y = j’,—:—j—:

Damit das erste System reelle Werte ergebe, muss
A° < A" < X sein, dann ergeben alle iibrigen imaginire
Werte (meist setzt man 4° < 4’ < 4“). Bei der Fest-
setzung & > ¢ > b ergiebt sich:

b ./a"—¢? ¢! —b?
co8 g =b,, = - |/ 5 —yv; cosp= + P

Fiir die Durchmesser, auf denen d1e Centren der
Kreise liegen, ist
XAy
bol bll PE= 0

und dies ergiebt fiir die Endpunkte des Durchmessers

a'— ¢’ cF —b*
"=“V AR o Ll bt
Ys = — V1
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T, =X15 Yy = Y1 R X §, =7,
Diese 4 Punkte heissen die Kreispunkte des Ellip-
soids, der Abstand d, ergiebt sich aus 9) § 31 als

ab
t+5

Ist P { x... ein Punkt der Fliche, setzt man

X . .
& —cosa... 80 sind cos a; cos 8; cos y; oder kiirzer:

a g y die Richtungskosinus eines Strahlsr, PM ist ein
Halbmesser der Fliche. Schlégt man um M eine Kugel
mit der Léngeneinheit, so schneidet Strahl r die Kugel
im P entsprechenden Punkte z; die Fléche ist somit
auf die Kugel eindeutig abgebildet, und dem Halbmesser
PM entspricht der Radius # M. Ist a’ die Liinge von
PM, sind b, ... seine Richtungsfaktoren, so ist
x=a'b, =acosg... Die PM konjugierte Ebene ist
die Diametralebene

PRI
Ist P’ ein Punkt dxeser Ebene auf der Fliche, hat
MP’ die Richtungsfaktoren b/, ..., so ist MP’ ein
MP konjugierter Durchmesser bezw. Halbmesser, ist r’
der ihm entsprechende, a’p‘y’ seine Richtungskosinus,
so geht d) iiber in @a’+gg'+ vy =0, d. h.:

DiezweikonjugiertenHalb-(Durch-)messern
entsprechenden XKugelradien (Durchmesser)
stehen aufeinander senkrecht.

Es ist leicht zu P das z zu konstruieren.

Die 3 konjugierten Durchmessern entsprechenden
Kugel-Durchmesser stehen zu je zweien aufeinander

Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 1
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senkrecht und bilden daher ein System orthogonaler
dreiaxiger Koordinaten; wir konnen die Folge so fest-
setzen, dass es aus dem der Hauptaxen durch Drehung
abgeleitet werden kann, es gelten also die Formeln
aus § 13, d. h. es ist

a’+¢"+a”’=1 cecafFa'f4ay=0...

Aus dieser Quelle fliesst eine Fiille von S#tzen
iiber konjugierte Durchmesser, z. B,:

Die Summe der Quadrate dreier konju-
gierter Durchmesser ist konstant, also:

4 (a4 Db" 4.
Es ist
x4 x'xt=at y Ay oy =Dy
24z =,
al'=x|+yl+zli; b'= x/‘_l_ y/':|_ z:';' . .
¢! =x +y” -I—z” R

Die Summe der Quadrate der Seiten-
flichen einesdem Ellipsoideinden Endpunk-
ten dreier konjugierter Durchmesser um-
schriebene Parallelepipedons ist konstant
(also gleich 47a?b*4-4’b*c? 4 4%c*b?).

(Die Projektionen von OP P’ und Oz s’ auf eine
der Koordinatenebenen, z. B. die xy-Ebene, verhalten
sich wie ab:1.1, da x: {=a:1l, y:q=Db:1, und
Schluss von § 3.)

Das dem Ellipsoid in den Endpunkten
dreier konjugierter Durchmesser umge-
schriebene Parallelepiped ist konstant (und
also = 8abc).

DieseSiitze sind die Erweiterung der Sitze T.1. 8. 14,
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Die Summe der Quadrate der Projek-
tionen dreier konjugierter Durchmesser
auf eine beliebige Gerade (oder Ebene) ist
konstant. (Hat die Grade die Richtungskosinus u v w,
so ist diese Summe
(ux+vy+wz)'+4 (ux' 4 vy’ + wz')?

+ (x4 vy“+wz) =u'a® 4 v'b?+ wic’
da xy=aba#p).

Diese Sitze erleiden fiir die Hyperboloide nur die
durch den Zeichenwechsel der 4 nitige Aenderung.

§ 37. Das Einschalige Hyperholoid.

Seine (leichung war:
b}

x z?
ar bl + _a =
schreibt man sie in der Form:

xl

y z x | y\(x y
?_F=1_?°d°r?(T+T(T—T)
1

und setzt

a) %+ %=o(1+%); e(%— %)=1-—%
oder

R e R e B
in welcher o und ¢ beliebige Konstanten — Para-
meter — sind, so liegen sowohl alle Geraden,
in welchen sich die zugeordneten Ebenen
der Doppel-Schara)schneiden, als auch alle
Geraden, in welchen sich die zugeordneten
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Ebenen der Doppel-Schar b) schneiden auf
der Fliche, oder:

Das Einschalige Hyperboloid ist ein gerad-
liniger Quadrik (§ 22, 8. 95), Figur 15.

Die Ebenen beider Doppelscharen sind unter sich
projektiv bezogen (8. 98) und zwar gehéren die Ebenen
gleichen ¢’s bezw. ¢'s zu einander.

Fig. 18.

Es kreuzen sich also (S. 98) die Schnittgeraden der
Doppelschar a) und ebenso die der Doppelschar b), da-
gegen schneidet jede Gerade der Doppelschar a) jede
Gerade der Doppelschar b) und v. v., d. h. (Fig. 16):

Durch jeden Punkt P des Einschaligen
Hyperboloids gehen 2 reelle Geraden, je eine
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der durch a) gegebenen Schar und eine der
durch b gegebene Schar.

Die Ebene beider Geraden ist dann die
Tangentialebene der Fliche, da jede Gerade ihre
eigne Tangente ist.

Dies zeigt auch die Gleichung der Tangential-
ebene =.

xx’ Yy z z'
a® b 1——0T

in der sowohl die Gerade der Schar a)
(B E-F)-(-5)
(- 4) (248 (3 (-3
Y PR WL i
LRt
(+8) (E-5)- ()
G-8)(2+5)-

zl . 'xl yl
[o=(+5):(F-F) = (F+3):( -]
liegt, und es ist
(04 e):(0— @) =c: 2"

Die Konstruktion der beiden Geraden und damit
der Tangentialebene der Fliche in P ergiebt sich durch
folgende Betrachtung: Die Ebene z schneidet die Ebene
y=0, d.i. die Symmetrie- oder Hauptebene xz in der
Geraden y:

o
S—"
/—\O
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xx!  zz

e =t
d.i (T. 1) in der Polaren des Pols (x’'z) als
# (d. h. der xz-Projektion des Punktes P) in Bezug

l

auf die Ellipse x'+__1
d. h. des Schnitts der Fliache durch die Ebene
y=0 oder xz-Ebene (Fig. 16), der Kehlellipse.

O e

Fig. 16.

Man hat also nur nétig, die Polare des Punktes
in Bezug auf die Kehlellipse zu konstruieren, und durch
sie und P die Ebene zu legen. Da vermdge der Gleich-
ung der Fliche x? oy

" S+h>1,
so ist m ausserhalb der Kehlellipse, die Polare ist zu-
gleich Chordale oder Beriihrungssehne; also man ziehe
von # an die Kehlellipse die Tangenten 7y und = 4
und verbinde die Beriihrungspunkte ¥ und 6 mit dem
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Punkte P, so sind Py und P¢é die beiden Haupttan-
genten in P. Die Schnitte parallel der xz-Ebene sind
Ellipsen, hat die schneidende Ebene den Abstand y= - ¢
von y =0, so ist die Gleichung des Schnitts

xi zl 6'
a T =1t n
2
wird l/ 1+b£,— = & gesetzt, so ist die Gleichung des

Schnitts x* z*
s taa— L

Fig. 17,
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Von der ganzen Schar &#hnlicher Ellipsen hat also die
Kehlellipse die kleinsten Axen und nach beiden Seiten
nehmen die Axen fortwidhrend zu (s. Fig. 17), Die
Endpunkte der Axen der Kehlellipse heissen Scheitel.
Die Schnitte parallel der yx-Ebene sind #hnliche Hy-
perbeln mit den Gleichungen
zl L] Jl
e pra=bwod=1—
Die Schnitte parallel der xy-Ebene sind Hyperbeln
mit den Gleichungen

x. yl 6‘

e b b=l
Die Hauptschnitte selbst sind:

zl y| x’ yl

o Tyl md =t

Zu bemerken ist, dass die Schar der yz parallelen
Ebenen Hyperbeln ausschneidet, deren Hauptscheitel
auf der Kehlellipse liegen und welche dem yz-Haupt-
schnitte shnlich sind, bis ¢ bezw. x = a; dann wird
die Ebene zur Tangentialen in den Hauptscheiteln der
Kehlellipse, die Hyperbel geht in die Asymptoten iiber,
und von da ab wird sie der dem Hauptschnitt adjun-
gierten Hyperbel (T. 1) shnlich, und ihre Hauptscheitel
liegen auf dem Hauptschnitt xy. Entsprechend liegt
die Sache bei den xy-Schnitten, Der Asymptotenkegel

xl y’ zl
der Fliche (Fig. 18) ist K (S) {? —_ F + F = O, er
ist ein Elliptischer Kegel, sein Schnitt durch eine Ebene
y =+ ¢ ist eine Ellipse, welche dem Schnitt der Fliche
homothetisch, aber kleinere Axen hat, d. h., der Asymp-
totenkegel liegt ganz innerhalb der Fliche. Fiir die
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Punkte ausserhalb ist K (s) > 1, denn, wenn Q ein
Punkt ausserhalb, so schneidet M Q die Fliche in P
zwischen O und Q, es ist daher

Xq =WXp; Yq=#Yp; Zq=HIZp,
wo > 1 und K (Q)=#'R(P)=p’. Fiir die Punkte
innerhalb ist K (s) <1, fiir die Punkte auf der Fliche
gleich 1 und diese Beziehungen sind umkehrbar.

Fig. 18.

Da die Schnitte einer Ebene mit F' denen mit K
ghnlich und #hnlich liegend sind, so sind die Schnitte
Hyperbeln, wenn sie zwei Kanten des Kegels parallel,
Parabeln, wenn sie Einer Kante parallel, d. h. also einer
Tangentialen von K parallel sind; unter den hyper-
bolischen Schnitten giebt es gleichseitige laut (§ 31).
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Die Schnitte sind Ellipsen, wenn sie keiner Kante des
Kegels parallel; wenn die Schnitte Tangentialen des
Asymptotenkegels sind, so artet die Parabel in zwei
parallele Geraden aus, welche die Kehlellipse in den
Endpunkten eines Durchmessers beriihren.

Sie werden zu Kreisschnitten, wenn ihre Richtungs-
faktoren, die durch die Formeln § 31 gegebenen Werte
haben, damit die Formeln passen, muss 4 < 4% d. h.
¢® > a’ angenommen werden.

Wir haben dann fiir den Radius die Formel:
d!
r’=e¢* (1 + b.—:-:),
woraus ersichtlich, dass der kleinste Kreis sein Centrum
in M, der Mitte der Fliche, hat und den Radius c.

Da Ein 4 < 0, so existieren Kreispunkte auf der
Fliche nicht,

§ 38. Das zweischalige Hyperboloid.
Das zweischalige Hyperboloid habe die Gleichung

y) xﬁ zl

Der Hauptschnitt y=0 giebt — %—% =1, d. h
eine imagindre Ellipse, die Parallelschnitte bleiben ima-
ginir bis der Abstand von y =0 den Wert + b er-

langt; in diesen beiden Fillen wird der Schnitt
x*  z*
aTe=0

d. h. er reduziert sich auf die Punkte

x=0,2=0,y=-+4b
Diese beiden ausgezeichneten Punkte heis-
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sen die Scheitel der Fliche. Die Fliche be-
steht also aus zwei von einander durch einen Streifen
parallel y =0 und mit der Breite 2b von einander
getrennten Stiicken oder Schalen (F' 19). Die Schnitt-
ellipsen werden, wenn |y| von b an bestindig wichst,
bestéindig grosser, und bleiben stets @hnlich.

Fig. 19,
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Der Hauptschnitt z = 0 ist die Hyperbel
y =
Cr
und die Parallelschnitte sind #hnliche Hyperbeln mit
bestindig wachsenden Axen, der Hauptschnitt x = O
ist die Hyperbel y* 2z
P b

Fig. 20.

Die Hauptscheitel der Hyperbeln der ersten Schar liegen
auf dem Hauptschnitt der zweiten Schar und v. v. die
Nebenscheitel beider Scharen auf dem imagindren
Hauptschnitt y = 0.

Der Asymptotenkegel hat die Gleichung

er ist hyperbolisch und liegt ganz ausserhalb der
Fliéche, denn ein Schnitt parallel der xz-Ebene im
*hstande ¢ ist
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x! zl 6!

R
wihrend der entsprechende der Fliche
zﬁ 6’

2 + =5 —1
ist, also eine #hnliche und dhnlich liegende Ellipse mit
kleineren Axen (Fig. 20).

Da R des § 31 jedes Zeichen annehmen kann, so
existieren Schnitte aller Arten, wie beim Einschaligen
Hyperboloid und die Bedingungen sind dieselben. Da-
mit unsere Formel 4) (§ 31) die reellen Kreisschnitte
liefern, muss ¢* > a* sein, alsdann ist

¢’ c*—at
— b*4at" cf
und da zwei 4 <0, so existieren Kreispunkte fiir
die Ebenen im Abstande

cos ‘a =

Y2 a’b®
d'= 104 =T )
wird . a'b’
d > cg )

so werden die Kreise imaginir.
Die Koordinaten der 4 Kreispunkte sind,
da diese die Endpunkte, der Durchmesser
xl.’ yA abe’ b
_b 3 2=0ix=F - b' ¢ Vb’-{-—(c’)’ y=

d. h, x——l—aVb,+ T y= —I—er_*_ —53 2=0

Die Kreisschnitte sind also der absolut grisseren der
beiden negativen Axen parallel.

Die Gleichung der Tangential- (bezw. Polar-) Ebene
des Punktes x’y’z’ ist
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xx'  yy zz’
Tt T e
aus dem Vergleich mit der Gleichung der Ebene in
Hessischer Form (§ 6) folgt, fiir das von M auf die
Tangentialebene gefiillte Lioth, die fiir alle drei
centralen Quadriks giiltige Formel
1 x’* y" z* 08 /2 82 “”e 2
4) =ttt g =A%y e
‘Was die Konstruktion der Tangentialebene in P { x'y'z

betrifft, so kann man P auf die yz oder yx-Ebene
projicieren und die Polare des Projectionspunktes in
Bezug auf den betreffenden Hauptschnitt konstruieren
und durch sie und P die Ebene legen. Man kann aber
auch die xz-Ebene benutzen. Die Spur der Tangen-
tialen auf der xz-Ebene ist die Polare des Punktes
—x’; — z’; (d. h. des in Bezug auf die Projektion

L] s
von P diametralen) fiir die Ellipse %+%= 1. Man
hat also nur nétig, durch P und diese Polare die Ebene

zu legen,

VIII. Abschnitt.
Die Paraboloide.

§ 39. Die Gleichungen der Flichen, Fol und Polare.

Wenn (6 Absch. § 31) AF=0, dagegen @, =0,
so riickte der Mittelpunkt der Fliche ins Unendliche,
die Form G (s) decv Fliche ist dann die Summe der

Cylinderform Cy {awx* + . oFay,; — (a5 = 0)—,
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und der linearen (Ebenen) Form

E(s){2a”x+2a“y+2a"z.

Der Cylinder kann elliptisch oder hyperbolisch
sein; wire er parabolisch, so wire A =0 gegen die
Voraussetzung und G (8) =0 ein parabolischer Cylinder,

Transformieren wir den Cylinder auf seine Haupt-
axen nach § 29 und so, dass wir wieder die Cylinder-
axe, die Axe nach dem unendlich fernen Doppelpunkt,
zur neuen z-Axe wihlen, so wird

G (s) — z.al + Alyi_*_El(s);
verschiebt man den Anfangspunkt nach dem Punkt
S{_ﬁo_g, _aln, _alu
FRE; U] a’, s,
so erhdélt man fiir G (s) die Gleichung
1) GE)=ax"4+Ay"+2pz=0
die Normalform der Paraboloide.

In dieser Gleichung sind zwei der Gestalt nach
wesentlich verschiedene Flichen enthalten, je nachdem
A° und A’ gleiches oder entgegengesetztes Zeichen haben.
Als Zeichen kaun man im ersten Fall das - - Zeichen
wihlen, im zweiten Fall annehmen, dass A‘ negativ,
p kann negativ gesetzt werden, wenn es sich als >0
ergiebt, braucht man nur die Richtungen auf der z-Axe
zu vertauschen. Im ersten Fall kann man fiir G (s)
schreiben:

9 X4+ ¥ topa=o.

Diese Fliche heisst: Elliptisches Paraboloid;
im zweiten Falle

2 L]
2 S—Ltepi=o0




176 Die Paraboloide.

heisst die Fliche: Hyperbolisches Paraboloid.

Beide zusammen: Paraboloide,

Um das Verhalten der Flichen im Unendlichen zu
betrachten, schreiben wir G (s) in homogener Form:

A8+ 4’8"+ 2ps, 8,=0.
Der Schnitt von G (s) mit der unendlich fernen Ebene
8, =0 ist das Gebilde 1°s," 4 4’s," =0; dies stellt zwei
Gerade dar, deren Horizontalprojektion
VFx+iV7y) (Fx—iVay)=0

ist und deren Schnittpunkt x =0, y =0, z unendlich
ein Doppelpunkt der Schnittkurve. Die Tangential-
ebene in diesem Punkte enthilt die beiden Geraden,
die Fliche wird also von der unendlich fernen Ebene
in diesem Punkte beriihrt,

Man sieht auch direkt ein, dass fiir hinlénglich
grosse Werte der Koordinaten, welche in bestimmter
Richtung liegen, d. h. so, dass die Verhiltnisse x:y:z
bestimmt sind, z gegen x* und y* verschwindet und
G (s) im Unendlichen mit seinem (Asymptoten-)
Cylinder A°x"+ A’y*=0 zusammenfillt. Bei der
Wahl dieses Cylinders herrscht insofern eine gewisse
Willkiir, als das konstante Glied ganz willkiirlich ist;
der Cylinder A°x*+ A‘y*=c fillt selbst im Unend-
lichen mit dem Cylinder A°x®+ A‘y*=0 zusammen;
es ist sogar in mancher Hinsicht zweckmissig, als Kon-
stante von G (s) nicht 0 zu wihlen.

Der Asymptoten-Cylinder zerfillt aber in die beiden
der z- Axe parallelen Ebenen (YA°x-+ iV A’'y), welche
sich in der z-Axe schneiden, und schneidet daher die
unendlich ferne Ebene in zwei Geraden, deren Schnitt-
~unkt auf der z-Axe liegt.
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Zur Bestimmung der Tangentialen' im Punkte

P {x y'z’ gehen wir von der homogenen Form aus, es
ist G'(s,) = 4°8,; G’(8,) = A4'8,; G'(8,)=ps3,;
G’ (s,) =ps,
somit die (leichung der Tangentialen z (4 Absch. §20)
im Punkte P,
3) s=A'x2x'+Ayy +p(E+2z)=0.
‘Wenn P nicht auf die Fliche beschriinkt wird, ist
3) zugleich die Gleichung der Polarebene des Pol P.
Als Bedmgung, dass eme Ebene a, b, 0,d Tan-
gentiale sei, erhalten wir:
2p =
4 2P (F+ 7)+d_o.
Der Pol dieser Ebene wird bestimmt durch

b d
xl ‘oy 7‘—2—3’,2—?’, WOy =P,

so dass also z’=—;1—. Man sieht:

Ist ¢=0, d. h. ist die Ebene der z-Axe
parallel, so riickt der Pol ins Unendliche.

¢ wird erfiillt, wenn x'=0, y'=0, z’=ow durch

= — w, d. h. also durch die unendlich ferne Ebene,
die wir uns als parallel zur x y-Ebene vorstellen. Die
z-Axe, in deren Richtung der Doppelpunkt des Asymp-
totencylinders liegt, heisst im engeren Sinne: Axe der
Paraboloide.

Da, wenn x’y’z’ der Pol, die Richtungsfaktoren
der Tangentialen proportional A°x’, A’y‘; p sind, so ist
die Gleichung der Normale bezw. der Axe fiir x‘y’z/

x—x' y—y _ z—2z
5) Ax/ - o y4 - P ‘
Simon, Analytische Geometrie des Raumes. - li
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§ 40. Ebene Schnitte.
"*Bei E(8){ byx+b,y+b,z+d+0

eine Schnittebene, wir betrachten wieder den Cylinder
durch die Schnittkurve, dessen Axe auf E senkrecht
steht, so ist wieder (vgl. Abs. 6 § 31)
C=G(s)+E(s) H(s) =0,
fiir die Koeffizienten der Form C haben wir
8,,=A°+2uby :a, =b ,utb,v... etc.a,, =2wh,,
d. b. also genau dieselben.Werte wie oben nur 2 =0,
wir erhalten also auch dieselben Konsequenzen, nur
muss 4/ =0 gesetzt werden. Dies giebt die Siitze:

Die Ebenen, welche aus einem Paraboloid
gleichseitige Hyperbeln ausschneiden, sind den
Tangentmlebenen des Kegels

xs yi PAE
Zo + il + l.+ l/ 0
parallel, :

‘Die. Ebenen, welche aus einem Parabaloxd
Parabeln-ausschneiden, sind der Axe des Para-
boloids parallel. :

Unter diesen Ebenen sind zwei, welche zugleich
als Kreisschnitte gelten kénnen, die Ebenen
. lo zl

by, = 03 byy* = — 27— b;:'= 7y )
fiir diese Ebenen, welche nur beim hyperbolischen Para-
boloide reell sind, reduzieren sich die Schnitte auf eine
Gerade, denn diese kann sowohl als Parabel mit dem
Parameter 0, wie als Kreis mit dem Radius o an-
gesehen werden. Es bleiben dann noch die Kreis-
schnittdoppelscharen
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° /
6) b, =0, b%, =:;"_/5 b, =05 b,* = %‘

‘Man sieht, wenn A’ negativ ist, d. h. fiir das
hyperbolische Paraboloid sind alle Kreisschnittscharen
imagingr, fiir das Elliptische die beiden Scharen reell,
bei denen das grossere 4 im Nenner von b?, steht;
man kann unbeschadet der Allgemeinheit annehmen,
dass A° < 4,

Die Formeln fiir d, r etc. erleiden Aenderungen,
da G (s) hier noch z enthilt, doch sind dieselben fiir die
Rechnung gering. Es wird, wenn man das Kreuz der
y z-Axen um die x-Axe dreht, so dass die -Axe in die
Cylinderaxe fallt, also setzt:

y=9b, — &b, oder kiirzer: y =qg — Sy

z=1qb, + b, z=9qy+ 8
Ax*+ a0 4+2d(vp+wy)+2p7)
odor:  42@d(we—vy)+2ps

Ax 4 200 4 (6 + 400 — 2) + 2p)

+28('dgy +ph)+ds=0
hieraus bestimmt sich

N é=—d@A"— 1) —2py
A d+ps
e =—d, fo=— —El—frl—)

und hieraus fiir die Koordinaten des Centrums in den
Koordinaten x, y, z,

d s
x =0, yc:fTﬁ; zl"=_—,{——:;/,
— — ‘" __ 10
— d—p@1 l)und
_:_dd—gc'

A’ ¢
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Die Koordinaten des Centrums kann man wieder
direkt ableiten aus Kombination der Gleichung der
Schnittebene gy }-yz-4d=0 und denen des Durch-
messers, auf dem die Pole der Schnittebenen und damit
die Centren liegen. Unter Durchmnesser verstehen wir
beim Paraboloid jede nach dem unendlich fernen Punkte
der z-Axe, d.h. der Axe des Paraboloids im engsten
Sinne gerichtete Gerade. Das elliptische Paraboloid,
fir das allein die Kreisschnitte geometrischen Sinn
haben, hat nur in dieser einen Richtung einen reellen
unendlich fernen (uneigentlichen) Punkt und kann da-
her gerade wie die Parabel als im Unendlichen ge-
schlossen betrachtet werden.

Die Gleichungen des Pols bestimmen sich durch
das System:

A'x' =mna; A’y =ng; pz’=nd; p=ny als

d
SIS SR S|

Also die Pole aller parallelen Ebenen liegen
auf einem Durchmesser.

Fir die reelle Kreisschnittschar ist @ = 0, diese

liegen also auf dem Durchmesser y=%% in der
y z-Ebene.

r' wird Null, wenn das Centrum auf der Fliche,
d. h. wenn der Pol auf die Fliche, die Ebene zur Tan-

gentialebene wird, d. h. also
B P gp' _p (¥—4)

N AR T I A
Die beiden Punkte, welche denselben Abstand von

der yz-Ebene haben und entgegengesetztes y und in
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der Ebene x = O liegen, heissen: Kreispunkte des
Paraboloids.
Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn man aus r = 0

;2= 4 d, bestimmt
c 2° .

Zur Kontrolle legen wir wieder durch den Kreis-
schnitt eine Kugel; es ergiebt sich sofort, dass wenn
man die Form G (s) der Fliche und die Form der
Schnittebene so kombinieren will, dass man die Form
-einer Kugel erhilt, einer der Richtungsfaktoren O werden
muss, weil in Bezug auf jedes orthogonale System die
Kugel keine Produkte von Koordinaten enthilt; wir
setzen « = 0, dann ist

va=—@y+d; s — @y + 9 =B =0,
G @) + E? @) = 2°x* + y* (' — 6" + v'2’ + 2p3
— 28yd — d*=0,

also: A — =A% y =A%
A° A —

hieraus: b, = 705 b= Tl, wie oben.

Die Koordinaten des Kugelcentrums sind:

gd P d* A 4 p*

=755 §=_F und "'=—z° P yx =0,

Das vom Kugelcentrum gefillte Lot hat die
Gleichung Z;—ﬂ = z__—y_g’ und schneidet die Ebene

8Y+ vz 4 d=0 im Mittelpunkt des Schnittkreises,
wodurch wir fiir dessen Koordinaten die schon be-
kannten Werte erhalten.

§ 41. Die Reye’schen Axen der Paraboloide.
Da die Gleichungen der Axen und der Normalen



182 Die Paraboloide.

dieselbe Form haben, so ist eine Ebene mit den Rich-
tungsfaktoren « # ¥ und der Abstandskoordinate d Nor-
malebene des Pols x’ y’ z, wenn ihre Gleichung lautet:
Axx'+ Ayy' +p(E+2)=0;
die Gleichungen der Axe sind die der Normale, also
bei gegebenem Pol x’y’z‘
x—x y—y z—z
X x Ay p
Wenn der Pol P nicht auf der Fliche liegt, so hat
avx’ -+ l’y" + 2pz
einen von O verschiedenen Wert K; d. h. P erfiillt die
Gleichung

K
8 (oS —_— | =
A°x®+ A'y' 4+ 2p (z 2P) 0,

und wenn man

‘

K
setzt, d. h. den Ursprung ohne Richtungséinderung der
Axen auf der Asymptoten-Cylinder-Axe verschiebt um

Z

K
ap’ so erhilt man ein dem urspriinglichen kongruentes

K
Paraboloid, dessen Scheitel auf der z-Axe um 2p ver-

schoben ist. Die ganze Schar dieser Flichen kann man
als vom unendlich fernen Punkt der z- Axe durch Pa-
rallelstrahlen projiciert ansehen, und dieser Punkt ver-
tritt vollig das Centrum des centralen Quadriks; die
Schar heisse wieder homothetisch; also:

Der Axenkomplex eines Paraboloids ist

identisch mit dem der Normalen der homo-
thetischen Schar.
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Es ist in mancher Hinsicht vorteilhaft, ven einer
beliebigen Fliche der Schar auszugehen und zu setzen:
x4+ Ay 4 2pz=K, .

wodurch die Gleichung der Polarebene iibergeht in:
Axx! + Ayy +piE+2)=K

die Gleichungen einer (Reye'schen) Axe aber ganz un-

verindert bleiben, d. h.:

Eine Gerade, welche fiir Eine Flache der
Schar-Axe ist, ist es auch fiir alle ibrigen und
mit demselben Pole.

Sei die Axe durch ihre Pliicker’ schen Knordmaten
gegeben. KEs ist dann:
e=Ax"; g=Ay; y=p; a=y(p —#);

b=x'(z'4’ — p); e =x'y' (4 — 1Y),

aa—+gb+4cy=0
wie stets, und indem man z’ doppelt ausdriickt und
mit y, welches 3= 0 ist, dividiert, ergiebt sich
1 1 —0 -1
9) 5 = 7’7 hnd '17 =2 — A

als Gleichung des Axenkomplex.

Die Flichen, fir welohe 4~ ° — 4~
sollen wieder konfokel heissen, also:

Konfokale Paraboloide haben dennelben
Axenkomplex.

Zur Bestimmung des Pols haben wir:

L 8 P a
Y= r=gt =

hieraus wieder

! konstant,

x!/=

welche Gleichungen von K unabhingig sind.
Fiir den Fusspunkt der Axe haben wir die Gleich-
ungen der Axe mit der ihrer Polar- (Normal-) Ebene zu
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kombinieren, welche in den Konstanten der Axe lautet:
b ]
¢x+ﬁy+7z=K——pT— Po—a
Die konfokalen Flichen, fiir welche d konstant,
also K — p?4° ™ ° konstant, haben dieselben Axen and
dieselben Normalebenen, also auch dieselben Fusspunkte.
Die allgemeine Form koaxialer Paraboloide ist

(wemn 4~ %= A%, 27 '=BY):

2 2
10) g+ B,"—_H‘+ 2pz — p=0="f(p),
worin p als negativ angesehen werden kann, A > B
und > 0, B* positiv, da sich # 8o gross wihlen lisst,
dass B* 4 # > 0.

Durch jeden Punkt gehen wieder 3 Flachen der
Schar, zwei davon sind elliptisch, eins hyperbolisch,
denn f () ist + oo filr p=—0o0; — 0 fiir p=—A?—e¢,
[wo & eine beliebig wenig von O verschiedene Zahl be-
deutet]; + oo filrp= — A*+ ¢, — oo fiir Bu=—B* —e¢;
+ o fiir p= —B?+ 2 und — oo fiir p=- . Also
liegen die 3 Losungen fiir # zwischen — o und — A?;
— elliptisches Paraboloid —; — A* und — B* — hy-
perbolisches — und — B* und + o© — elliptisches
Paraboloid —.

Die 3 konfokalen Paraboloide, welche durch den-
selben Punkt gehen, schneiden sich wieder rechtwinklig,
doch sind die Parabolischen Koordinaten von geringer
praktischer Bedeutung,

~ Die Grenzwerte 4 = — A? und w = — B? haben
wieder eine ganz éhnliche Bedeutung wie fiir die cen-
tralen Flichen, fiir sie arten die Flichen in die Kurven
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ﬂ |
11) BT — A’+2PZ_A’A’ Bs+2Pz_B'
aus, welche zwei kongruente Parabeln darstellen in den
Symmetrieebenen x = O und y = 0, deren Axen der
z-Axe parallel, aber untereinander entgegengesetzt sind,
sie haben die analogen Eigenschaften und heissen: die
Fokalparabeln der konfokalen Schar.

§ 42. Die Gestalt der beiden Paraboloide.
Das Elliptische Paraboloid (s. Fig.21) hat die
Gleichung:

Fig. 21.
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2 ]
12) —Z—,+~]’;—,+2pz=0,

wo A > B; B> 0; p <0 angenommen wird, es steht
auch nichts im Weg, p = — 1 zu setzen, wodurch nur
der Lingenmassstab geéindert wird. Die Fliche hat
zwei Symmetrieebenen, die Hauptebenen x = 0
und y = O; die xy-Ebene ist Tangentiale im Scheitel
8{0,0,0. Die Schnitte parallel z=0 sind &hnliche
Ellipsen mit stets wachsenden Axen (s. Fig. 21), deren
Centren auf der z-(oder Flichen-) Axe liegen. -Der
Hauptschnitt y =0 ist die Parabel x* = — 2pA’z,
deren Scheitel S, deren Axe die z-Axe, deren Para-
meter — 2p A? ist; der Hauptschnitt x = 0 ist die
Parabel y* = 2 p B*z, deren Axe ebenfalls - z,
deren Scheitel S, deren Parameter p B* ist. Die Schnitte
parallel y =0 sind dem zugehdrigen Haupt-
schnitt kongruente Parabeln,deren Scheitel
sich auf dem Hauptschnitt x=0 bewegt, das
Entsprechende gilt fiir die Schnitte parallel x = Q.

Das elliptische Paraboloid wird also erzeugt durch
eine Parabel, deren Scheitel sich auf einer festen Pa-
rabel bewegt und zwar so, dass die Axen parallel und
gleichgerichtet sind, die Ebenen der festen und beweg-
lichen Parabel aufeinander senkrecht stehen, und die
Ebene der beweglichen Parabel ihre Stellung nicht
#ndert. (Fig. 22.)

Ist A? = B? so ist die Fliche ein Rotations-
paraboloid, das entsteht durch Umdrehung einer
Parabel um ihre Axe.

Die Kreisschnitte sind der x-Axe parallel, stehen
also auf der yz-Ebene senkrecht, liegen symmetrisch
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zu den beiden andern Axen, schliessen mit der xy-Axe

die Winkel ein, bestimmt durch cos § =b,, =+ —]%

B .
und ocos (180 — g) = + A Die zugehorigen Kreis-
punkte haben die Koordinaten x =0, y=-+}byA*—B?, -

z=% (A*—~B") und x=0, y=—B yAT— B3,

z= % (A® — B%). Hyperbolische Sthnitte existieren

/
__—

Fig. 22.

nicht, wie schon daraus hervorgeht, dass die Fliche im
Unendlichen geschlossen betrachtet werden darf, d. h.
sich nur in der Richtung ihrer (z-)Axe ins Unendliche
erstreckt.

Das hyperbolische Paraboloid X hat die
Gleichun, x? y?
g — — fr+2pz=0.

Hieraus erkennt man (wie beim einschaligen Hyper-
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boloid), dass auf der Fliche 2 Scharen von Geraden
liegen, setzt man

x x y
a) T+%=—2P9;e(’;—*g)=z;
IR AU (E NN A U
b) ;——}—T—az, a(a b)— 2p.
Fig. 2.

Soliegen sowohldie Geraden, in welchen
sich die Ebenen der ersten Doppelschar a)
schneiden,alsdieSchnittgeradenderDoppel-
schar b) auf der Fliche.

Der hyperbolische Paraboloid gehort also zu den
geradlinigen F?, s. Fig. 23; die Ebenen jeder Schar
sind unter sich durch die gleichen Parameter projektiv
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bezogen, es kreuzen sich also die Geraden jeder Schar
unter sich, wihrend jede Gerade der einen Schar jede
der andern schneidet; durch jedenm Punkt der
Fléche gehen also 2 Gerade. Hervorzuheben ist,
dass von jeder Doppelschar der Ebenen die eine Schar
der Flichenaxe (z-Axe) parallel ist, also vertikal zur
xy-Ebene ist; die Projektionen der Geraden der Schar a)
auf dieser Ebene sind also alle parallel der Geraden

Fig. 24
—t— + % = 0, die der andern b) alle parallel der Ge-

raden % — % = 0. Diese beiden Geraden g, und h,

bilden aber zusammen den Hauptschnitt z =0 und
schneiden sich im Scheitel (s. Fig. 24). Die Ebenen der

Schar %— + -i— = — 2pe und die der Schar ¢
(%_ %) = — 2p sind, da fir sie by, =0, by’

= — E,‘_’ v zugleich die Ebenen, welche aus der
(]
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Fliache Eine Gerade (im Endlichen) ausschneiden. Man
findet dieselbe leicht, wenn man einen beliebigen Punkt P
auf die Ebene z = Q projiciert (Fig. 24) in P’ und durch
P’ zu g, bezw. h, die Parallelen g’ und h’ zieht und
durch P und g’ bezw. P/ und h’ die Ebenen legt, welche
die Fliche in den durch P gehenden Geraden g und h
schneidet. Die Ebene durch g und h ist wieder die
Tangentialebene an die Fliche in P. Man kann auch
hier wie § ... den Nachweis direkt fiihren.

Die Gleichung der Tangentialebene in P {x‘ y' 2z’ ist:

4 ¢
0 R

sie ist sowohl erfiillt, wenn gleichzeitig

) (-5
(2-2) (E+7)= e

z! x’ y’_l
| _y_=*%
a b —2p ’

d. h. also fiir eine Gerade g der Schar a); als wenn

[E ) (E ),

d. h. fiir eine Gerade h der Schar b). Es ist
e:o=12z:—2p.
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" Da dié Gerade g ganz in der zur xy-Ebene ver-

tikalen % + % = — 2pp liegt und die Ebene z=0
im Punkte T _ T 0, d. h. auf b, schneidet, so
a b

ergiebt sich die einfache Konstruktion (s. Fig. 24). Man
fille von P auf die Ebene z = 0 das Lot P P’, ziehe
durch P’ die Parallele g’ zu g,, schneidet b, in A, so
ist AP die Gerade g; entsprechend wird h konstruiert,
und die Ebene durch g und b ist die Tangentiale in P.

Der Hauptschnitt z — O ist keine Symmetrieebene
(da er nicht durch das unendlich ferne Centrum — den
Schnitt der Geraden z = oo;% + —i— =0 und z = o;
—;———ly;— =0 — geht), er stellt die in g, und h, zer-

. oy
fallende Hyperbel - =90 dar.

Die Hauptschnitte x — 0 und y = 0 sind Parabeln:
y*=2pb'z; x* = — 2pa’z. Unter der Voraussetzung
P <0, hat die erstere zur (Parabel-)Axe — z, die
andre -} z; beide berithren sich im Scheitel. Die
Schnitte parallel x = 0 sind kongruente Parabeln, deren
Scheitel auf der Symmetrieparabel y = 0 liegen, die
Schnitte parallel y = 0 umgekehrt,

Es gilt also derselbe Satz, wie fiir das
Elliptische Paraboloid,nur dass die Axeder
beweglichen Parabel und die der festen ein-
ander entgegengesetzt sind (Fig. 25).

Die Schnitte parallel der Ebene z = 0 sind Hy-
perbeln, deren Asymptoten g, und h, parallel sind, die
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auf der gleichen Seite der Ebene z — O liegenden sind
untereinander #hnlich; bei unserer Annahme liegen die
Schnitte, fiir welche z > 0 im spitzen Winkelraum der
Asymptoten, die fiir welche z > O im stumpfen (kon-
jugierte Hyperbeln, T.1). Die Gleichung der Fliche
nimmt eine besonders einfache Form an, wenn man
h, zur x-Axe, g, zur y-Axe wihlt, und die z-Axe un-
verindert lisst, sie wird dann 29 = — z(a?4 b")p.

Fig. 25.

Es existieren keine elliptischen Schnitte, also auch
keine Kreisschnitte, dagegen gleichseitige Hyperheln.
Die Ebenen parallel der z-Axe schneiden Parabeln aus,

A° b* .
7 e o ihre Axen

die wenn b*= —

ausarten.

Zum Schlusse dieses Abschnitts sei auf die vor-
ziiglichen Modelle der Quadriks oder Konoide von
L. Brill in Darmstadt hingewiesen.
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IX, Abschnitt.
Kubatur. A

§ 43. Die Kubatur der centralen Flichen.

Es wiirde das einfachste sein, die Kubatur der F?
auf die Simpson’sche (Newton-Cotes)-Regel zu griin-
den, aber die Ableitung der Regel ist nicht einfacher,
als die direkte Kubatur. Wir zerschneiden die Korper
durch Parallelschnitte zu einer Hauptebene in Schichten,
die, wenn die Schnitte hinlinglich dicht aufeinander
folgen, als Cylinder betrachtet werden konnen. Sei die
Fliiche ein Ellipsoid :

x’ y’ z’

atTypta=1L
Wir nehmen als Grundfliche den Hauptschnitt z —=: 0,
legen zu ihm parallel den Schnitt z = h, teilen h in n
gleiche Teile, legen durch die Teilpunkte Parallelen zu

z = 0, lassen n iiber jedes Mass wachsen, dann weicht
die Schicht von dem Cylinder, dessen Grundfliche der

h
Schnitt und dessen Hghe - ist, nur ab um eine in

Bezug anf die Schicht selbst verschwindend kleine Grosse,
8o dass wir die Zone zwischen z =0 und z=h als
Grenzsumme der Cylinder ansehen konnen. Die k.-
Cylinderschicht hat zar Grundfliche die Ellipse mit

h?k* .
den Halbaxen a l———n b Vl—-—- v ihr Inhalt

Simon, Analytische Geometrie des Ranmes. 18
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. h? k* . h
ist also ab= (1 — E’?") und der Cylirder Cp = abs;

h*k?
(1 — ) und der ganze Korper

n—1 3 |2 ] {]
Zn=ab 2 ,.(2 _nh f):;b,h(l_ch—,z%).

n n
Die letzte Summe ist, wie aus den Elementen der Ste-
reometrie bekannt, wenn n iiber jedes Mass gross,
gleich /;, also:

hl
1) Zy=absh (1 — ﬁ)'
Dieselbe Formel, wie fiir die Kugelzone, abgesehen
von der Verschiedenheit der Axen, Ist h — ¢, so er-

hilt man fiir das halbe Ellipsoid 2b) !/, E = g—abc =

und fiir das ganze
2) V= % abean.

Man hitte 1 und 2 auch aus der Abbildung des
Ellipsoids auf die. Kugel (s. Schluss des § 35) herleiten
konnen.

Fiir das einschalige Hyperboloid geht man von der
Kehlellipse y = 0 aus; die Gleichung ist

xi

3 z0
ot =t
Man legt im Abstande y = h die Parallele zu y = 0,
und sieht, dass sich nichts #ndert, als dass das Vor-

zeichen von h* von — in -} iibergeht, also:

h‘
8) Zp=acah (1—|— W)
und das Stiick zwischen Kehlellipse und h = b ist
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4 Vv =<% abea,

Fiir das zweischalige Hyperboloid berechnen wir die
Kappe zwischen y =b und y =b + h, wenn

‘hk
die Gleichung, Der Schnitt in der Hihe b + - hat

zum Inhalt 2kh kz
lk—'ac”(bn' + ‘b*)

und die Schicht ist lk , also

5) Ky=acxh (F + ;‘b,) = “‘;l;," (3b +h)

und wenn h="»>
6) Kn= % acbn

ist also wiederum dem Ellipsoid mit den Axen abe
raumgleich,

Fiir die Kappe des Ellipsoids zwischen z = ¢ und
z = h ergiebt sich durch Subtraktion von 2b) und 1)
wenn ¢ — h = d gesetzt wird: .

7 K=" 50 a,

Die Formeln fur das Ellipsoid sind denen fiir die Kugel
ganz analog und unterscheiden sich von den Formeln
fir die Hyperboloide auch nur durch das Zeichen.

Der Ellipsoidsector, begrenzt von der Fliche der
Kappe und den Radien nach der die Kappe abschnei-
denden Ellipse besteht aus dem Kegel ‘mit der Héhe h
und der Kappe 1st also gleich
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%hg—}-Ke:—,},—hg—l—%E——Zh, also
8) So= 2 abad,
wenn d die Dicke der Kappe; fiir die Kugel ist die
Formel von Archimedes % a. a, nd, beide Formeln sind

identisch, wenn man den Inhalt des zur Kai)pe gehorigen
Hauptschnitts als f einfithrt, nimlich

0 Fig. 26,
83) Bp = 3 fd.
. Der Sector des zweischaligen Hyperboloids ist
(Fig. 26) gleich dem Kegel, der auf der Grundellipse
der Kappe steht, vermindert um die Kappe

‘.9) Sh_=‘% acnh,

Die Formel ist also dieselbe wie beim Ellipsoid. Nennt
man f den Inhalt der Ellipse, in welchem der Asymp-
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totenkegel die Tangentialebene im Scheitel S schneidet,
go ist f=acs# und

93) Sp= % fd; )
hohlt man die Kappe durch den inneren Kegel vom
Scheitel S als Spitze aus, so ist fiir den Rest
100 R=227%
3b °
§ 44. Die Kubatur der Paraboloide.
Das elliptische Paraboloid schneiden wir durch eine

Ebene parallel zur Tangentialebene im Scheitel. War
die Gleichung

: ] 2

% + %=—2pz=2p'z,

so ist das durch die Ebene z = h abgeschnittene Stiick
eine Kappe, die Schnittfliche selbst eine Ellipse, deren
Inhalt ab#z2p’h ist. (Zu bemerken ist, dass p’ als
reziproke Masszahl einer Strecke angesehen werden
muss.) Zerschneidet man die Kappe durch n — 1 Pa-
rallelschnitte in gleichen Abstinden in n Teile, so ist

k
der kt¢ Querschnitt die Ellipse abc2p’h o die be-
treffende Schicht, wenn n wieder o gross wird, der
k
Cylinder abe2p’ h’; und die Summe
11) Kp=2p‘abh’zn %: p'abh’z,

Die Formel zeigt in der ersten Form, dass die
Kappe dieHilfte desCylinders ist, der ihre
Grenzellipseaufdie Tangentialeim Scheitel
projiciert.
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Die Ableitung dieser und der friiheren Formeln
kann auch ohne Anwendung der Formel limes
a kP 1
Y ES sy
erfolgen, oder richtiger, diese Formel kann auf geo-
metrischem Wege hergeleitet werden, Die k Schicht

z. B. des Ellipsoides liegt zwischen dem Cylinder mit
h
der Hohe Y und der Grundfliche gz —, und dem Cy-

linder mit der Hohe l::‘ und der Grundfliche gk, da

die Schnittflichen vom Scheitel aus bestindig wachsen
und so, dass die Zunahme im Einzelnen unmerklich ist.
Es gieht daher zwischen gz 1 und gi einen Schnitt yy,

so dass %— 7k genau gleich der Korperschicht ist. Wenn

gz und gr 1 unendlich nahe bei einander, so kann
jeder Zwischenwert zwischen beiden als yx benutzt wer-
den. Ein Zwischenwert zwischen (k—1)* und k* ist aber
1 1
5 G—1)+3 k—1+1)=5 [&) — k—1)]
daraus folgt unmittelbar
. n—1 K’ 1
lim %’ T3
Ebenso ist % (@2k—1)=k*— (k — 1)" ein Zwischen-
wert zwischen k und k — 1, also
' on—1%k
. lllm %’ =9 und
- (&*— (k —1)*) ein Zwischenwert zwischen k* und

(k — 1)® also:
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, a1k 1
lim k% ?_T..'
Das hyperbolische Paraboloid:
xl ] !
?—F=—2p_z=2p’z.

Man legt einen Schnitt parallel der y z-Ebene bezw.
"x =0 im Abstande h (aber da p’> 0 im Abstande
z == —h) und berechnet den Sattel zwischen den
Ebenen z =0, z= — h und der Fliche (Fig.27).

0o —

/ g
Fig. 27.

Der Querschnitt ist das Stiick der Parabel:

h
%;=2pz—-—?=2p§

]
(Wwo =1z 2}:—,})), welches zum Wert des ¢ fiir z=0,

]
d. h.zu g, = ;—,P gehort, also seine Fliche
_ 4 _ 4 b'b .2ph* _ 2
8=73 %l="3 2a7p [2ap~ 3

hl
aa_P .b,
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also: .
2 8
3

2 b°b k>
a"p
12) V=~ L

c‘
| e
B
o

b
e

_h_ 1 h*b

&= 3 a°

»

3

®

-]

a’p' 4 6 a’p’

Die Formel 12) zeigt in der ersten Fassung den
Satz: |

Der Sattel des hyperbollschen Parabo-
loids, welcher durch einen Parallelschnitt
zur Tangentialen im Scheitel abgeschnitten
wird, ist 'Y, des Cylinders, welcher die
Grenzparabel auf die Tangentiale proji-
ziert.



Urteile der Prefje- diber ,,Sammlung Gdjden’.

Deuntfjde Sehrergeitg., BVerlin: ..... Nad)_ben vore
liegenben Banddjen ftehen -wir nidyt ar, die gange Sammiung aufd
angelegentlidyite nicht allein aum Gebraud) in hHdheren Scyulen, fonbern
aud) gur Selbjtbelehrung gu empfehlen.

Qehrer-Jeitung: Wenn eine furzgedringte phyfitalijde Geo-
graphie aud ber Feber eined fo tiditigen Fadymannes, tvie e$ Prof.
Ginther in Minden ift, erfdeint, jo ift von bvornherein zu ers
warten, dbaf bad nur etwad Guted fein fann. Jeder, der bad Bud
lieft, wird fehen, daf er fid) in biefer Erwartung nidt getdujcdht Hat.

Nusland: Kaum fe ift mir cin Bud) 3u Gefidyt gefommen, dbas
wie Rebmaun'd ,der menfdlide Kirper und Gefundheitlehre” auf fo
Heinem Raum ein jo fared BVild von dbem Bau und den Thitigleiten des
menjdliden Korpers geboten hiatte. Jdj ftehe nidt an, bad Wertden al3
ein {iiv den Nuterridyt Hadhft braudybared zu bezeicynen.

Berl philolog. Wodenidrift: Steuding, griedijde und
sdmifdge Mythologie. Die fiberaud jdywierige Aufgabe, den ivefent-
:‘igt)gm é}nbalt auf nur 140 Kleinoftavieiten fberfiditlidy und gemein~

dnblid) darzuftellen, ift bon dem Berfafjer ded vorftehenden, in der
befannten Art der ,Sammiung Gdjden” audgejtatteten Biidleind in
hidyft aunerfeunensSwerter Weije geldjt worden.

Beitidr. f.dt{dh. Unterridyt: Die,Althoddentide Litteratur
©djaufilers ift eine hodjerfrentidje Gabe; fie beruht itberall auf den
neueften Forfdungen und giebt bad Widhtigfte in fnappiter Form.

Natur: €3 ift gembegu erftaunlid), wie e3 der viihmlid)it betannte
Berlag ermdglidit, fiir {o ensrm billige Preife fo vorziiglid) andges
flattete Werldjen zu liefern. Dad vorliegende Banddyen bringt in
mapper und verftindlider Foum Has Wiffensiertefte der Mineralogie
sum Ausbrud. Saubere Abbilbungen erleidtern dbad Berftindnia.

Globusd: €3 ift evjtaunlid;, wie viel diefe fleine Kartenfunde
bringt, ofhne an Rlarheit su verlieven, wobei nod) su berfidfidytigen iit,
baf viele Abbildbnngen den Raum ftart beengen. Bortvefflid) wird
bie Kartenprojettiousdlehre und die opngrup%ie gefdyildert.

RNationalzeitg.: €3 ift bid jest in der veutjdien Litteraiur
wohl nod) nid)t dagewefen, daf ein Leinwandband von fajt 300 Seiten
in vorziiglider Drud- und Papierausjtattung su einem Preisd nﬁ Hhaben
war, twie i?n bie ,Sammlung Gdiden” in ihrem neueften Bande, Mag
RnJ)’B Gejdjidite der dentjden LQitteratur fiir ben Betrag von fage
adytzig Bfennige der deutichen Qefermwelt bietet.

Qeipgiger Beitung: Wer fid) rajd) einen guten Ueberblid iiber
da3 Gebiet der beutfdien Heldenjage verjdaffen will, ohne eigene
inten%mte Gtubien madjen zu Idnnen, der greife getroft zu dbem Bitdhlein

von Jivicgel.
ralt. Shulmann: Ein Meignftﬁd turzen unb bitudigen,

und dod) flaren und vieljagenden Ausdrudd twie die ,Deutide



Qitteraturgejdyidhte” von Prof. M. Kody ift and) die vorliegende ,Deutidye
Gejdidte im Mittelalters, Pt aug genbe pDenifd

RNatur: Jn der Chemie von Dr, Klein empfangt der Sdhitler faft
mefr, wie er al3 Anfinger bedarf, mindeftend abexr ?o viel, baf er das
Wiffenswiirdigite ald unentbehrlihe Grundlage zum Berjtdndnifje der
Chemie empfingt. . .

Suuft f. Alle Minden): K. Rimmid) behandbelt in feinem
‘Bandden, ,Seidenfdule” benannt, in Inapper, terniger, fadlid
sielbewnpter Fovm bdad iweite Gebiet ded bifdbmdfigen Jeidynend
und Malens. . . . Gleih nupbringend und in reidjtem Mage bildend
filc RQebrer, Sdiiler und Liebhabertiinftler, mdcdhte i) dad wirklid
‘vorgilglide Werf mit warmen anerfennenden Worten bder Eins
fithrung in Sdule, Haus und Wertjtatt gugdnglid) machen. Die Aus-
ftattung ijt dabei eine fo bornehme, dap mir der Preid von 80 Pfennigen
fitr bas gebundene Wert von 138 Seiten . 8° wirllid) (Adyerlid) billig
eridjeint. Nicht weniger al8 17 Tafeln in Ton-, Farben- und Golddrud,
Howie 135 Boll- und Tertbilder illuftrieven den dnferjt gejunden Lehrs
gang bdiejer Beidenfdyule in feinfiihlender Weife, :

Sdhwab. Mertur: Prof. . Mabhler in Ulm legt und eine
Darftellung der ebenen Geometrie vor, die bid ur Ausmefjung desd
RKreifed einfdhlieBlih) geht. Bejonbere Sorgfalt ift der Auswafhl und
Anordnung der Figuren zu teil geworden, deren jaubere Ausfithrung
in 2 $arben angenehm berithrt.

Globus: Hoernesd, Urgefdjidyte. Der betwifhrie Forider auf vor,
gefdidtlidem Gebiete giebt hier in Fnappiter Form die lehrreide Jus
fammentellung bed Wiffenswerteften ber Urgejdjidyte. Bortrefflidy ge-
eignet zur Gufithrung und zum Ueberblid,

Jahredbevidite ber Gejdhidhtsmwiffenidhaft: ommel,
auf dbem Gebiet der altorientalijdjen Gejdhichte eine anerfannte Autoritdt,
behandelt in bdiefem Bindden die morgenldndijde Gefdidte
mit grofer Genauigleit und wiflenidaftliher Griindlidhteit in Inappfter
Sorm. Dasd teine Bildlein mup warm empfohlen werden.

Lpzgr. Btg. Biffenid. Beir): ,Die Pilanze* vou Dr. €. Dennert
fonnen wir bejtensd empfefhlen. Jn Fitrzefter, tnappefter, {ehr Harer nud
verftaudlidier Form weif jein BVerfafjer alle3 Wifjenswertefte fiber den
inneren und duperen Bau und iiber die Lebendverridhtungen der Pflanze
sur Anjdauung zu bringen, m;éu feine gang vortrejjflidien, felbitges

seidyueten Tegtabbifbungen augerordentlich viel beitragen Helfen.

Sdwab. Mertur: Die Romijdje Altertumsfunde von Dr. Leo

Blod) behandelt furz und flar bdie BVerfafjungsgeidhichte, die Staats»
ewalten, ?eermeim, Redt3pflege, Finangwejen, Kultus, dad Haus, die
leibung, bie Beftattung und anbere dffentliche uud Hhausliche Cinvid»
tungen der Romer . . . .

Weimarfde Jeitg.: Waltharilied. Mit diefer Ueberfepung
wird und eine hodhwillfommene und von Litteraturfreunden lingjt ers
fehnte Gabe geboten. . . . Bon einer guten Ueberfepung ift zu ver~
langen, daf fie, finn- und zugleid) moglidhit wortgetren, ofhne dem Ur-
tert, wie dexr deutiden Spradje Gewalt anzuthun, den Geijt ded Originald



ar und ungetriibt wiederfpiegele. Diefer Forderung geredit 3u werden,
at Althof in meifterhafter Weife verftanden,

Bldatter f. b. bapr. Gymn.-Sdulw.: Swoboda, Gried. Ge-
Hidhte. Sdon der Naume und der Ruf bes Verfafjers bﬁrgt bafitr, daf wir
it etiva blof eine trodene Kompilation vor uns Haben, Aberall zeigen fidh
ie Gpuren {elbjtindiger Arbeit.

Praft. Shulmann: Seyfert, SHulpragis., E3 with in ge-
riingter Darfteliung ein veidjer, wohlburddadter, den neueften
idagogifjen Bejtrebungen gevedyt .wet}m_nm Jubalt geboten_und

————
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NMeteorologifde Beitfdrift: Frabert BHat in der Meteo-
'ologie feine jdymierige Aufgabe vortrefflidy geldft. Sm allen Fragen
vettritt er ben neueften und lepten €tandpuntt.

Gdmweizerijdie Lehrerzeitung: Wer bdie Perjpeltive
o Frepberger und das Geometrijje Seidimen von Beder
urd)jeht, wicd feine Freude daran haben So viel fitr jo wenig Geld
vitd wob{ faum anderswo geboten. Die Jluftrationen find jauber
wd eraft. Der Text ift app und Har und audy da, wo er mehr an-
reutet al8 ausiiihrt, anregend.
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